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இயற்கணிதம் 


1. பகுதி பின்னங்கள் 

( Partial Fractions ) 


விகிதமுறு 


1.1 . கொடுக்கப்பட்ட 

சார்பை ( Rational 
function ) , பல எளிய பகுதி பின்னங்களின் கூடுதலாக 
எழுதும் முறையைத்தான் நாம் இந்தப் பகுதியில் ஆராய 

3 

1 
முற்படுகிறோம் . எடுத்துக்காட்டாக + என்ற எளிய 

x + 2 

1 

4x- 1 
பின்னங்களின் கூடுதல் 

ஆகிறது . 
( x + 2 ) ( x - 1) 


* 


- 


3 


4x- 1 
( x + 2 ) ( x - 1 ) 


1 
+ 

ஆகும் . 
0 

1 


x + 2 


4- 1 
இஃதில் , 

என்ற பின்னத்தை , 

எளிய 
( x + 2 ) ( x - 1 ) 
இரண்டு பின்னங்களின் கூடுதலாக எழுதமுடியும் என்ப 
தைக் காணமுடிகிறது . பொதுவாக , f ( x ) , A ( x ) 

என்ற 

f ( x ) 
இரண்டு விகிதமுறு , பல்லுறுப்புக் கோவையாகில் , 

( 2 ) 
என்ற பின்னத்தை , சில கட்டுப்பாடுகளுக்கு இணங்குகை 
யில் , பல எளிய பின்னங்களின் கூடுதலாகப் பெற முடியும் . 
இங்கு f ( x ) ம் ? ( x ) ம் , மெய்யெண்களை ( real ) கெழுக்களாக 
வுடைய பல்லுறுப்புக் கோவைகள் ( Polynomials ) . f ( x ) ன் 
படி ( degree ) ; ( c ) ன் படியைவிடக் குறைவாக இருத்தல் 
அவசியம் . 


12. விகிதமுறு 

பின்னங்களைப் பகுதி பின்னங்களாகப் 
பிரித்தல் : பலவித அமைப்புகளும் அவைகளின் தத்துவங்களும் : 


P 
விகிதமுறு பின்னத்தின் உருவம் ஆகவிருக்கட்டும் . 


இ . 1-1 


2 


இயற்கணிதம் 


இங்கு P யும் , ( வும் முன் கூறிய வண்ணம் என் பல்லுறுப்புக் 

P 
கோவைகள் . 

ஒரு 
() 

தகுபின்னமாகவிருக்க வேண்டும் 
( Proper fraction) . பகுதி பின்னங்களின் பகுதிகள் Q ன் 
சினைகள் ஆவன . Q ன் சினைகள் பல அமைப்புகளைப் பெற்ற 
தாகவிருக்கும் . 


அமைப்பு 1 : Q , (ax + b ) மாதிரி மடங்குத் தன்மையைப் 
பெறாத ( non repeated ) சினைகளை உடையதாகவிருக்கட்டும் . 
அப்பொழுது Q = ( aux + b ) R. இங்கு R ம் , ( av + b ) யும் பகாத் 
தன்மையைப் பெற்றதாக விருக்கட்டும் ( Prime to each other ) . 


P X Y 

+ 
Q ( +6 

R 
இங்கு X ன் படி , (ax -- b ) ன் படியை விடக் குறைவு . ஆனால் 
( ax + b ) ன் படி ஒன்று . ஆகவே X ன் படி பூச்சியமாகும் . 
ஆகவே அது மாறிலி ( constant ) ஆகும் . 


. 


P 
Q 


A 
ax + b 


+ 


Y 
RR 


ஆகவே 


Q ன் , (ax + b ) மாதிரியான ஒவ்வொரு சினைக்கும் ஒரு மாறிலி 
யைத் தொகுதியாகப் பெற்ற ஒரு 

பின்னம் உருப்படும் . 
மாறிலியின் மதிப்பைக் காணவேண்டும் . 


அமைப்பு 2 : Q. ( ax + b } " மாதிரியான மடங்குச் சினை 
( repeated factor ) உடையதாகவிருக்கட்டும் . அப்பொழுது 
Q = (alie + b )" . R. இங்கு (ax + b ) ம் ம் , பகா இனங்கள் ஆகும் . 


. 


P 

X Y 

+ 

Q { ax + b ) 
இங்கு X ம் Y ம் , ( ax + b ) , R ஐ விடக் குறைவான படிகளைப் 
பெற்றதாகவிருத்தல் ஆகும் . X ன் படி , அதிகப்படியாக 
இருப்பின் ( r - 1 ) ஆக இருக்க வேண்டும் . X ஐ 

A- ( ax + b ) -1 + Ar- > (ax + b ) + ....... + A , 


ஆக எழுதலாம் . இங்கு A ,, A , 


A - மாறிலிகள் . 


A - 1 


X 
(ax + b ) 


- ) 

+ 
( ax + b) ( (ca: - 5 ) 


A , 
+ 

( ax + b ) 


3 


பகுதி பின்னங்கள் 


பெறாத , 


அமைப்பு 3 : Q. மடங்குத் தன்மையைப் 
( pa + qx + r ) என்ற இருபடிச் சமன்பாட்டைச் சினையாகப் 
பெறுதல் . 


இங்கு Q = ( pa + qx + r ) R. R ம் , ( px + qx + r ) ம் பகா 
இனங்கள் . 


P X 

Y 

-- 
Qpm + qx + r R 


X ம் , Y ம் , ( pa - + qx + r ) , R ஐ விடக் குறைவான படிகளை 


உடையன . 


P 
Q 


= 


Ax + B 
pm + qx + r 


+ 


Y 

ஆகிறது . 
R 


ஆகவே , ( pe + qx + 1 ) ன் தொகுதி , ( Ax + B ) என்ற உருவத் 
தைப் பெறும் . இங்கு A , B உரிய மாறிலிகள் . 


அமைப்பு 4 : Q , ( pa + qx + r ) ” ஐ ப்போன்ற , இருபடிக் 
கோவையின் மடங்குத்தன்மையை உடையதாகவிருத்தல் . 


Q = ( par + qx + r ) . R 


P 
Q 


X 
(pe + qx + r) " 


+ 


Y 
R 


இங்கு X ன் படி , அதிகப்படியாகவிருப்பின் , ( 2m - 1 ) ஆக 
விருக்கலாம் . X ஐ 


( Ax + B ) ( px + qx + r )ு -1 + ( Azx-+ B. ) ( pv + qx + r ) m - 2 

+ + ( Anx + Bm ) ஆக எழுதலாம் . 


X 
( pac + gr + ) " 


Ar + B , + ...... + 

Amx + Bm 
( px + + ) 

( px + qx + r ) " 


P 
முக்கிய குறிப்பு : தகாபின்னமாகில் , P ஐ , 

P ஐ , Q ஆல் 
Q 
வகுத்து , பின்னர் வரும் மீதிக்குத்தான் பகுதி பின்னங்கள் 
காண வேண்டும் . 


இயற்கணிதம் 


பின் வரும் மாதிரிகளைக் காண்பின் மேற்கூறியவை சிறப் 
புறப் புரியும் . 


( a ) முதல் அமைப்பு ( First type) . இங்கு ( x ) , ஐப் 
பொருத்த ஒருபடி சினைகளின் ( linear factors ) பெருக்குத் 
தொகையாகவிருந்தால் , கையாள வேண்டிய வழிமுறை : 
மாதிரி . 
பகுதி பின்னங்களாகப் பிரி : 

2 + - 1 
( x - 1 ) (x- 2 ) (x- 3 ) 
x + x - 1 

A B C 

+ 
( x - 1 ) ( x- 2 ) ( v - 3 ) 

x -2 
என்று கொள்வோம் . 


+ 


x- 1 


- 3 


ஃ x + x - 1 = A (x - 2 ) (x- 3 ) + B ( x - 1 ) ( x - 3 ) 

+ C ( x - 1 ) ( x - 2 ) 
x = 1 ஈடாக்கினால் , 2A = 1 


1 


A = 


2 


= 2 ஈடாக்கினால் , 


- B = 5 


B 


- 5 


x = 3 , ஈடாக்கினால் , 


2C = 11 


C 


= 


11 
2 


R + x- 1 

1 
( x - 1 ) ( x - 2 ) ( x - 3) 2 ( x - 1 ) 


11 
+ 

2 ( x - 3 ) 


1.3 . அமைப்பு 2 : ( Second Type ) : 
பகுதி பின்னங்களாகப் பிரி : 


C 


( 1 + 20 ) ( 1 - 3 ) 


A B 

C 
+ 
1 + 23 ( 1 + 23 ) + 1-3r 


( 1 + 20 ) 2 (1 - 3 ) 
என்று கொள்வோம் . 


பகுதி பின்னங்கள் 


5 


x = A ( 1 + 20 ) ( 1 - 3 ) + B ( 1 - 30 ) + C ( 1 + 2x ) 


+ ஈடாக்கினால் , 


5B 
2 . 


- 


2 


- 
- 
07 


B = 


1 


1 


* = 


25 
ஈடாக்கினால் , C 

9 


3 


= 


3 


3 
C = 

25 


x = 0 , ஈடாக்கினால் , 

A + B + C = 0 


1 


A 


3 
+ 


0 


5 


25 


2 


A = 


25 


0 


2 1 

3 

+ 
25 (1 + 20 ) 5 (1 + 2s )? 25 ( 1 - 3 ) 


25-2 


( 1 + 20 ) " ( 1 - 30 ) 


14. அமைப்பு ( III Type) : ( ) ல் சினைகளாகப் பிரிக்க 
முடியாத இருபடிச் சமன்பாடு இருத்தல் . 


பகுதி பின்னங்களாகப் பிரி . 


- 3 
( x + 2 ) ( +1 ) 
A Bw + C 
+ 

எனக் கொள்வோம் . 
x + 2 x + 1 


2 - 3 
( x + 2 ) ( x +1 ) 


.. 


ப 


- 3 = A ( +1 ) + ( Bx + C ) ( x + 2 ) 
0 க்கு ஈடாக்கினால் 

- 3 = A + 2C ....... 


( 1 ) 


1 க்கு ஈடாக்கினால் 

- 2 2A + ( B + C ) 3 
- 2 2A -- 3B + 3C ...... 


( 2 ) 


6 


இயற்கணிதம் 


* = - 2 க்கு ஈடாக்கினால் 


1 = 5A 


1 


5 


A ! 


름 


( 3 ) 


1 


2C 


5 


C = 


8 
5 


24 


- 2 


2 
5 


24 
5 


+ 3B 


2 


2 


- 2 


+ 


24 
5 


= 3B 


12 


3B 


12 
5 


4 


B 


ம 


x - 3 
( x + 2 ) ( x + 1 ) 


4 8 
1 5 5 

+ 
5 ( x + 2 ) +1 


- 


1 

4x - 8 

+ 
5 ( x + 2 ) - 5 ( +1) 


மாதிரி . 

பகுதி பின்னங்களாகப் பிரிக்கவும் . 


+ 40 + 7 

(x- 1 ) ( x + 1 ) 
+ 4x + 7 A Bx - +- C Dx + E 

+ 

+ 
( x - 1 ) ( a + 1 ) 

3- 1 

+1 ( x + 1 ) ? 
எனக் கொள்ள வேண்டும் . 


++ 4x + 7 = A ( +1) + ( Bx + C ) ( x + 1 ) ( x - 1 ) 

+ ( Dw + E ) ( w - 1 ) 


7 . 


பகுதி பின்னங்கள் 


= 1 ஆகவிருந்தால் , 

4A 


12 = 


A = 3 ...... 


( 
1 
) 


* ன் கெழுவை இருபக்கங்களிலும் சமப்படுத்தினால் 

1 A + B 


B = 


* 


2 ........ 


( 
2 
) 


> ன் கெழுவைச் சமப்படுத்தினால் , 

4 - B + C 


.. 


C = 2 ........... 


( 3 ) 


ன் கெழுவைச் சமப்படுத்தினால் , 
0 = 2A + B - C + D 

6 - 2- 2 + D 


2 -- D 

2 .......... 


D 


மாறிலியை ஈடாக்கினால் , 

7 = A - C - E 


3-2- E 


1 - E 


E = 


{ ...... 


( 5 ) 


3 


20 - 2 


.. 


a + 4x + 7 
( x - 1 ) ( x + 1 ) 


20 + G 
( a +1) 


- 1 


+ 


உடைய 


1-5 வகை 2 : 

இங்கு ( ) ம் , f ( x ) ம் படித்தா 
னாகவோ , அல்லது f ( a ) , டி ( x ) ஐவிட அதிகப்படியான படி 
( degree ) பெற்றதாகவோ அல்லது சமமான படி 
தாகவோ இருக்கும் . இம்மாதிரி யிருப்பின் பகுதி பின்னங்க 
ளாகக் கையாளும் வழிமுறை . 

இங்கு , ( c ) ன் படி f ( w ) ன் படிக்குச் சமமாகவோ , குறை 
வாகவோ இருப்பின் , f ( x ) ஐ , ( x ) ஆல் வகுக்கவேண்டும் . 
ஈவு Q ( x ) ஆகவும் , மீதி R ( x ) ஆகவும் இருக்கட்டும் . 


8 


இயற்கணிதம் 


R ( x ) 
Q ( x ) + 

9 ( w ) 


( c ) 


R ( x ) ன் படி , ( w ) ன் படியை விடக் குறைவாக இருக்கு 


R ( w ) 


மாதலால் , ஐப் பகுதி பின்னங்களாகப் போட முடியும் . 

p ( a ) 
f ( a ) ன் படியும் , 4 ( x ) ன் படியும் சமமாக விருந்தால் , ஈவு 
ஒரு மாறிலியாக அமையும் . 


பகுதி பின்னங்களாகப் பிரி : 


+1 


= 


B Co + D 
A + 

+ 
w + 1 

x + 1 

2 - x + 1 
x A ( +1 ) + B ( w - x + 1 ) + ( Ce + D ) ( x + 1 ) 
ஜூன் கெழுக்களைச் சமமாக்கினால் 

A = 1 
ஜின் கெழுக்களைச் சமமாக்கினால் 

B + C = 0 
யன் கெழுக்களைச் சமமாக்கினால் 

- B + C + D = 0 
மாறிலி இருபக்கங்களிலும் சமமாக்கினால் 

A + B + D = 0 

B + D 1 
* = - 1 க்கு ஈடாக்கினால் 

3B 1 


B = 


-ல 


1 


2 


ஃ D = - 1+ 


// 


- 


1 
3 


ஃ . A = 1 ; B 


- + ; c = ; D = - ? 


9 


பகுதி பின்னங்கள் 


20 


--- 


* 


1 

2 
1 

3 3 

+ 
3 ( x + 1 ) 3 - x + 1 


- 1 - 


x + ] 


x - 2 


= 1 - 3 ( + 1 + 3( s - * + 1) 


பயிற்சி 1 


கீழ்வருபவைகளைப் பகுதி பின்னங்களாகப் பிரிக்கவும் . 


x + 4 


1 . 


+ x + 1 
( x - 1 ) ( x- 2 ) ( x - 3) 


2 . 


( ஐ - 4 ) ( x + 1 ) 


3 . 


3x + 7 
R - 3x + 2 


4 . 


5x + 2 
( 1 + 3a ) ( 1 + 28 ) 


5 . 


3-722 
( 1 - 3x ) ( I + 2 ல )( 1 + x ) 


6 . 


x + 1 
( w - 1 ) ( x - 2 ) 


7 . 


1 
( 1+ ) ( 1 - x ) 


8 
. 


( +2) 
10. (I+ 3")(3- 20 


23 


9 . 


( w + 1 ) ( +1) 


11 . 


3x - 202 - 1 
( x + x + 1 ) ( x - x + 1 ) 


12 . 


W2 + x + 1 
T + 2x + 1 


13 . 


( 20 - 3 ) ( 1 - 5x ) ( 6x + 1 ) 

( 43 - 1 ) 3 


14 . 


3x – 82 + 10 

(3-1) | 


A 

B 
+ ஆனால் 
ax 1 - ba 


1 


1 
15 . 
( 1 - aa ) ( 1 - bx ) 

1 
( 1 - aa ) ( 1 - bx ) 
என நிரூபி . 


A 

AB B2 

+ + 
( 1 - aa ) ) 

1 - ax 

1 - bx 


2. ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 

( Binomial Theorem ) 


2.1 7. மிகை எண்ணாகவிருந்தால் , 

7. ( 1 - 1 ) 
( a + x ) |= all + al - 1 -- 

a l - 2 x + 
2 ! 


73 


m ( n - ] ) (n - 2 ) ... ( n - 1 + 1 ) 
+ 

all - 7 x + 
! 


+ a? 


இந்த விரிப்பில் ( n + 1 ) உறுப்புக்கள் உள்ளன . இந்த 
ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் எல்லா விகிதமுறு அடுக்கு 
களுக்கும் விஸ்தரிக்கலாம் . ஆகவே , எல்லா விகிதமுறு 
அடுக்குகளுக்கும் ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் என்ன 
வென்றால் , 1 விகிதமுறு எண்ணாகில் , || < 1 இருக்கும் 
பொழுது 


12 


1 + 


7. ( 1 - 1 ) 
x + 

2 ! 


+ 


1 ! 


n . (11 - 1 ) ( 13 – 2 ) ...... ( n - 1 + 1 ) 
-- 

! 


+ 


o 


என்ற தொடரின் கூடுதல் (14- ) " ன் மெய்மிகை மதிப்பாகும் . 

தெரிப்பு ( Proof ) : இத் தொடரின் கூடுதலை f ( m ) எனக் 
கொள்வோம் . 


12 


r 


f ( na ) = 1 + 

1 


* + 


+ 

+ ...... + 


+ 


7. ! 


! 


இத்தொடர் | : | < 1 ஆக இருக்கும் பொழுது அறவொருங்கல் 
( Absolutely convergeint ) தன்மையைப் பெறும் . அதேமாதிரி 


11 . 


ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 


m 


Mr 


f ( m ) = 1+ 


7 . 
x + + ..... 

2 


+ r + ...... 

! 


2 + 


( m + n ) , ( m + 10 ) 
f ( m + m ) = 1+ x + 

1 ! 

2 ! 

( m + n ) r 
+ 

r ! 


+ 


( இத்தொடரும் | 8 | < 1 ஆக இருக்கும்பொழுது அறவொருங் 
கல் தன்மையைப் பெறும் ) . 

: f ( m ) ஐயும் , f ( n ) ஐயும் நாம் பெருக்கலாம் . பெருக்கு 
தலால் ஏற்படும் தொடரும் | 8 | < 1 ஆகவிருக்கும் பொழுது 
அறவொருங்கல் தன்மையைப்பெறும் . 


f ( m ) ஐயும் f ( n ) ஐயும் பெருக்கிவரும் தொடரில் " ன் 


கெழு 


13 / 


m 

+ 
! 


+ ...... + 


+ 

( r - 2 )! 2 ! 


r ! 


1 


{ mr + r C , . my- m , + TC , 172 , - , 7 , + 


+ 11x } 


r 


( m - Fn )/ ( வாண்டர்மாண்டேயின் தேற்றத்தை 

உபயோகித்துள்ளோம் ) 

( n + 1 ) 
f ( m --7 ) என்ற தொடரில் ன் கெழு 

! 


f ( m ) = f ( na ) = f ( n + 1 ) { an , 11 ன் எல்லா மதிப்பு 

களுக்கும் உண்மை , | 3 | < 1 } 
மேலும் , 
f ( m ) = f ( n ) . f ( p ) = f ( m + n + p ) ஆகும் . 

. 
: f ( m ) . f ( n ) . f ( p ) ...... 8 பகுப்புகள் 

f ( m + 13 + p > ...... . உறுப்புகள் ) 


உட்பிரிவு ( case ) 1 : n மிகை பின்னமாகவிருக்கட்டும் . 

ஆகவிருக்கட்டும் . , 8 மிகை முழு எண்களாக 


கவிருக் 


1. = 


S 


கட்டும் . 


12 


இயற்கணிதம் 


f ( r ) = ( 1 + x ) [ r மிகை எண் ] 


ஃ f ( 0 ) = 1 

f ( 1 ) = (1+ ) 


.... s பகுப்புகள் 


( 1 ) 1( 4 ) 

-1 ( + ! + ...... உ 
[/ (5 )] - ( -+) - fr 


+ 


...... 8 உறுப்புகள் 


) 


(1+ ) 


| ( 4 ) = ( 1 + 2 ) / 


.. 


f ( n ) = ( 1 + x ) " ஆகிறது . 


உட்பிரிவு ( case ) 2 : m விகிதமுறு குறை 

எண்ணாக 
விருக்கட்டும் ( negative rational number ) . n = m ஆகவிருக் 
கட்டும் . இங்கு m மிகை விகிதமுறு எண்ணாகவிருக்கட்டும் . 


f ( m ) . f ( n ) = f ( m + n ) 

f ( m - m ) = f ( 0 ) 
= 1 


... 


if( x ) = ( m) = (1+ ) 


1 

1 
f ( 1 + xm 
( 1 + ) - 1 ( 1 + x ) " 


ஆகவே , இத்தேற்றம் , குறை குறியீட்டிற்கும் உண்மை 
யாகிறது . ஆகவேதான் ஈருறுப்புத் தேற்றம் எந்த விகிதமுறு 
குறியீட்டிற்கும் உண்மையாகும் . 


சில முக்கியமான விரித்தல்கள் : 

1. ( 1 + x ) -1 1 – x + - 


+ ( - 1 ) or + . 


2. ( 1 - 3 ) 


1 + x + + + ........... ++ ......... 


3. (1+ ) 


1-2 + 3 - 43 ..... + ( -1 ) r (r + 1) + .. 


x + 
ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 

13 
4. ( 1 - x ) -2 1 + 28 + 32 + ..... + ( r + 1 ) + 

n n ( n + 1 ) ( n + 2 ) 
+ 

+ 
1 ! 2 ! 

3 ! 
m (n + 1) ( m + 2 ) .... ( n + r - 1) 
+ + ( - 1 ) . 

x + .. 
! 
m 

m . ( n + 1 ) m ( n + 1 ) ( n + 2 ) 
6. ( 1 - x ) n = 1+ W + 

1 ! 2 ! 

3 ! 
m . ( n + 1 ) ( n + 2 ) ......... ( n + r- 1 ) 
+ + 

+ ......... 
r ! 
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7. ( 1 + x ) -P / a = 1 


P 
1 ! 


+ 


P + q 
2 ! 


4 


( -1 ) r . P ( p + q ) ( p + 27 ) 
+ 


( p + r - 1q ) 


(F ) .... 
(5 ) + 


0 


P 
8. ( 1 - x ) -p / a = 1 + H 

1 ! 


p ( p + g )) 
+ 

2 ! 


4 


P ( p + q ) ( p + 2g ) .... 

T ! 


( p + r - 19 ) ( ; ) + - 


+ 


மாதிரி 1 . 

( 1 + x ) / ன் விரிப்பில் பொது உறுப்பைக் காண்க . 


கூறு 


( r + 1 ) th உறுப்பைத்தான் பொது உறுப்பு எனக் 
வோம் . 


3 ( 3-1 ) ( 3 - 2 ) 


( * -1 + 1 ) 


( r + 1) th உறுப்பு 


2 * 


. 


2 ( - 1 ) ( - 4 ) ( - 7 ) ( - 3r + 5 ) 

37 r ! 
( - 1 ) -1 . 2. 1 

4.7 ......... ( 3r - 5 ) 
31" . r ! 


- 


மாதிரி 2 . 

( 1 + 28 + 382 + 4x + 


) - 


விரிப்பில் ன் கெழு 


+ ) 


( r + 1 ) ( r + 2 ) ( r + 3 ) என நிறுவுக . 
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இயற்கணிதம் 


( 1 -- 20 + 3 + 4x + .......) 


[ ( 1 - x ) -2 ) 


- ( 1 - ) 


4 . 5.6 


= 1 + 40 + 


4.5 
2 ! 


M + 


W + . 


( n + 1 ) ( n + 2 ) ( n + 3 ) 
+ 

31 


+ 


ன் கெழு 


(r + 1 ) ( r + 2 ) ( r + 3 ) 

6 


* 


மாதிரி 3 . 


a + 


b 

C 
+ 
+23 1-322 


என்ற கோவை 


] + x + 2.x2 + 


என்ற விரிப்பைப் பெறுகிறது . 


a , b , c ன் மதிப்புகளைக் காண்க . 


( W மிகச் சிறியது ) . 


a + 


b 
1 + 28 


C 
+ 

1-302 


= a + b ( 1 + 2 ல ) -1 + c ( 1 - 3 ஸ் ) - 1 
= a + b ( 1 - 20 + 43 ...... ) 


+ c ( 1 + 3 + 9 + ..........) 


விரிப்பு = 1+ x + 2 + 
படுத்தினால் 


ஆனால் மாறிலியைச் சமன் 


a + b + c = 1 ....... 


( 1 ) 


டன் கெழுக்களைச் சமன்படுத்தினால் 


25 


1 ......... 


( 
2 
) 


1 


ஃ . 


-- 


2 


ன் கெழுக்களைச் சமன்படுத்தினால் 


45 + 3c 


2 


( 3 ) 


ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 


15 


- 2 + 3c 


2 


4 


C 


= 


3 


1 
6 


1 


b = 


- 


2 


C 


4 . 
3 


மாதிரி 4 . 


( 3x - 2 ) " 
0. மிகை எண்ணாகவிருந்து , 

( 1 - x ) 

என்பதின் விரிப்பில் 
x ன் கெழு 1 20 என நிரூபி . 


( 3x - 2 ) 
( 1- ஈ ) ? 


{ 1-3 ( 1 - r ) } " 

(1- ) 


m ( n - 1 ) 
1 ( 

1 - x 2 

2 
( 1 - ) ன் 
மூன்றுக்கு மேலான அடுக்குகளை உடைய உறுப்புக்கள் . 


( I 


- 


1 

Зп 
பின்னம் 

+ ( 1 - x ) ன் ( n - 2 ) அடுக்கு 
( 1 – x )- 
வரையிலும் உள்ள உறுப்புக்கள் 


- 


= x 

( 1 - ) -2 - 3n ( 1-3 ) -1 + 1 இல்லாத உறுப்புக்கள் 
{ 1 + 23 + 3 + ......... + ( n + 1 ) 2 + .......... } 
30 ( 1 + x + x + + x + .. ) + x இல்லாத 

உறுப்புக்கள் 
( n + 1 ) - 3m 


கொடுக்கப்பட்ட பின்னத்தின் " ள் கெழு 


1 - 20 
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இயற்கணிதம் 


மாதிரி 5 . 


x + 2 
( x - 2 ) ( x - 1 ) 

என்பதை சன் ஏறு அடுக்குகளில் விரித்து 
எழுதினால் , அதில் சன் கெழுவைக் காண்க . 


x - 2 


x - 1 


x + 2 

A B 

C 
+ 

+ 
( 3 - 2 ) ( x - 1 ) 

( w - 1 ) 
எனில் , x + 2 A ( w- 1 ) + B ( w - 1 ) ( w - 2 ) + C ( w - 2 ) 
w = 1 , ஈடாக்கினால் , 3 -C 

C = .3 
2 , ஈடாக்கினால் , 4 A 


0 = 


A = 4 
x = 3 , ஈடாக்கினால் 5 4A + 2B + C 

13 + 2B 


= 


B = 


4 


4 


x + 2 
( x - 2 ) ( x - 1 ) 


- 2 


x - 1 


4 

3 
( x - 1 ) 
3 
( 1- ) 


1 - * 

--- 
- 2 ( 1 - 3 ) +4 ( 1 - x ) - - 3 ( 1 -2)-- 


1 


ன் கெழு 


- 


- 2 . 


+ 4- 3 ( n + 1 ) = 1 - 3m 


1 
2n - 1 


21 


பயிற்சி 2 


1 . 


கீழ்வரும் விரிப்புகளில் பொது உறுப்பைக் காண்க . 

( i ) ( 1 + x ) -1/2 ( ii ) ( 1 - 48 ) -1/2 


( i) ( 1 - :-) " 


( iv ) 


1 
M1 - 20 


ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 


17 


2 
. 


1 + 3x + 222 

ன் விரிப்பில் , சன் கெழுவைக் காண்க . 
( 1 - 2 ) 


3. ( 1 + 2x ) ( 1 - 3 ) 

-ன் விரிப்பில் , " ன் கெழு 27 (n - 1 ) 
எனக் காண்க . ( m. > 2 ) 


4 . 


b 

ன் விரிப்பில் முதல் இரண்டு உறுப் 
(1 - ) + ( 2 + 3x ) 
புக்கள் ( 1 + 0 ) ஆக விருந்தால் a , b ஐக் கண்டுபிடித்து , ன் 
கெழுவைக் காண்க . 


1 + 20 
5 . 

விரிப்பில் , சன் கெழு , 
1 - + 

3m , 3m +1 , 3m + 2 உருவத்தைப் பெற்றால் 

( - 1 ) * / *, 3 ( - 1 ) -1/3, 2 ( -1) -2/* ஆகும் 
என நிரூபி . 


7 = 


6 . 


m மிகை எண்ணாகவிருந்து 


( 1 + 20 ) " 

1 - 3 


என்பதன் விரிப் 


பில் ஜின் கெழுவைக் காண்க . 


12 


7 . 


( 1 -- 2c )" 
1-3w 


என்பதன் விரிப்பில் ன் கெழு 1 என 


நிரூபி . 


11 
8 . 

என்பதை நான் ஏறு அடுக்குகளாக 
(1- 2x) ( 1 + 30 ) 
விரித்து , அதில் ன் கெழுவைக் காண்க . 


9 . 


x + 1 

ன் விரிப்பில் வான் கெழுவைக் காண்க . 
( x - 1 ) (x - 2 ) 


x + 1 
10 . ( w - 1 ) ( 2x + 3 ) 

ஐ பகுதி பின்னங்களாகப் பிரிக்கவும் . 
ஈன் ஏறு அடுக்கில் விரித்து " ன் கெழுவைக் காண்க . 

இ . 1-2 


18 


இயற்கணிதம் 


2.2 . ஈருறுப்புத் தேற்றத்தை உபயோகித்துத் தொடர் 
for L.L.60 ( Application of the Binomial Theorem to the 
Summation of Series ) . 
தொடர் கூட்டல் காணும் முறையில் 

காணும் முறையில் ( 1 - x ) -P / 4 என்ற 
வாய்பாடு மிகவும் உபயோகமாக விருக்கும் . 

p 

p ( p + g ) 
( 1 - x ) -p / 4 = 1 + 

+ 
1 ! 

4 


+ 


* 
p ( p + g )( p + 2q ) ...... (p + 7 - 1g ) ( 2 ) 


+ 


+ 


+ | 


9 


கவனிக்கவேண்டிய குறிப்புகள் : 


( 1 ) இந்த விரிப்பு (5 ) 


ன் 


அடுக்குகளில் அமைந் 


துள்ளது . 

( 2 ) தொகுதியிலும் , பகுதியிலும் ஒரே 
யுள்ள எண்கள் பெருக்கம் இருக்கும் . 


எண்ணிக்கை 


( 3 ) தொகுதியிலுள்ள எண்கள் தமக்குள் கூட்டுத்தொட 
( Arithmetic Progression ) ரில் அமையும் . 


( 4 ) (த ) ன் அடுக்கு , தொகுதியிலுள்ள எண்கள் எண் 


ணிக்கைக்குச் சமமாகவிருக்கும் . 


மாதிரி 1 . 

எண்ணிலிக்குக் கூட்டுக : 


2 2 . 5 2. 5. 8 
1 + + 

+ 

+ 
6 6.12 6 . 12 . 18 
தொடர் கூட்டலை S என்க . 


$ -1 + 1 ++ ( H ) + } ( 4 ) +...... 
-1+ + + ++ H ++ , (H ) 


-- 


இத்தொடரை (1-0 ) -21உடன் ஒப்பிட்டுப் பார்க்க . 


7 ) 


P10 + 2 (4 ) 


( 1 - a:) - 1 / 4 == 1+ 


+ 


+ 


ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 
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இங்கு p = 2 


4 


3 


= 


1 
6 


g 


2 


213 


* $ - ( 1 - 3 ) 


--218 


2 


2213 


மாதிரி 2 . 


எண்ணிலிக்குக் கூட்டுக : 


1 


1 


Σ 


4. 7 ....... ( 3n - 2 ) 

! 


m = 1 , 2 , 3 ........ என்ற மதிப்புகளைக் கொடுத்தால் முறை 
தொடரின் ஒவ்வொரு உறுப்புகளும் கிடைக்கும் . தொடர் 
கூட்டல் S ஆகவிருக்கட்டும் . 


1 
! 


+ 


1 4 
2 ! 


1. 4 . 7 

3 ! 


+ 


4 


S = 

( 4 ) + 
(1+ + + 

1,1 ( 4 ) 


( 4 ) 
....) 


S 


1 
+ 


+ 


1 


தொடரை ( 1 - c ) -1/4 உடன் ஒப்பிட்டுப் பிரித்தால் 


p = 1 


g = 3 


C 


1 


= 


4 


1 


3 


20 


இயற்கணிதம் 


-1/3 


- 1 


S = ( 1 - 1 ) 

( 4) " 


- 1 


-- 


41/3 - 1 


+ x 


12 


W 


W 


மாதிரி 3 . 

20 
= 

m ( n + 1 ) / 23 
= 1 +1 + 

+ ......... 

( Rs ) - 
1+ 

2 ! 
வலப்பக்கத்தை ( 1 - w ) -2/4 உடன் ஒப்பிட்டுப் பார்க் 
கையில் , 


P = n 


பு 


1 


x 


- 


20 
1 + x 


g 


x 


20 
1 + w 


12/1 


* $ - ( 1 - " 


7 


1 3 
1 + x 


மாதிரி 4 . 
எண்ணிலிக்குக் கூட்டுத்தொகை காண்க : 
3 

3. 4 34. 5 
+ 
24 

2.4.6 +2 . 4. 6.8 + 
கூட்டுத்தொகை S என்க . 


S = 


3 
2 . 4 


+ 


34 
2 . 4.6 


+ 


3.4. 5 
2 . 4 . 6. 8 


+ 


+ 


- [ + 13 + 23 +..... 

) 
- [ X ( H ) + * - (3 ) +.....) 


ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 
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+ 


2. 3. 4 , 5 
1 2 3 4 


1 


- 5 [ 2: 3 (A ) + 1:34( 3 ) (1 ) 

+ ...... ) 
- 1 [ 1+ + ++ :* (H ) + 1: 3:"(H ) 

- 2 ) 
- [(1 - 3 ) " - 2) 
= - 1+ ) - 


+ 


( 2 ) 


1 +2 


1 


-- 


பயிற்சி 3 


எண்ணிலிக்குக் கூட்டுக . 


1. 1+ 


3 
4 


+ 


3 , 5 3 . 5. 7 

+ 
48 4 . 8. 12 


+ 


2. 1+ 


1 
3 | 


+ 


1 , 3 
3-6 


+ 


1 3 - 5 

+ 
3. 6. 9 


] 


2 
3. 1+ 

1 ! 


2 .5 
+ 


( 3 ) 


2 . 5. 8 
+ 

3 ! 


( 4 ) + 


-- 


) 5 


1 


4. 1 +2 


1 
3 : 


2.5.8 
+ 

1 2 3 


3 
. 


2 


1 

+ 
36 


. 


5. 1 


1 
5 


+ 


1 . 4 
5 

10 


-- 


1 . 4 . 7 

+ 
5 . 10 . 15 


51/3 

2 


II 


3 


6. 1 


+ 


3.5 
4 . 8 


3 , 5.7 

+ 
4 .8.12 


4 


22 


இயற்கணிதம் 


3 


7 . 


+ 


3.5 
4 . 8 


+ 


3. 5.7 3. 5. 7 , 9 

+ 
4. 8. 12 4 . 8 . 12 . 16 


+ 


4 


8 
. 


2 
6 


+ 


2.5 

2 . 5. 8 

+ 
6.12 

+ 
6.12.18 


9 . 


5 5.7 
3.6 

+ 

3. 6.9 


+ 


5. 7.9 

+ 
3.6. 9. 12 


10. + + 


+ 


5 
6.12 


+ 


5.8 

5. 8 . 11 

+ 
6. 12 . 18 6.12 . 18. 24 


+ 


11 .. 


. 


5 
3.6 


1 5.8 1 

+ 
42 3.6.9.4 


+ 


5. 8 . 11 

1 

+ 
3. 6.9.12 

12.44 


. 


2 


+ 


12. 1 + * ( * ) + "fsi . ( * ) 

- 14. ? + * (* " ( 2 ) +.... 


என நிறுவுக . 


13, 2 " - 14 = (1 - - ) + * * ) (1 - + ) + 


+ ... 


1 
14 . 

இரண்டு 

வெவ்வேறு 
1- 23 - 32 

முறைகளில் 
விரிப்பைக் கணித்து 

( 1 - 2 ) ( 1 - 3 ) 
21 + (m - 1 ) . 3. 2n - 2 + 

32 . 21-4 + 

3 
2 ! 


1 


[ 3n + 1 + ( - 1 )1 ] என நிறுவுக . 


4 


1 
15 . 

இரண்டு பின்னங்களின் கூடுதலாக 
1- - 6 
எழுதி , பின்னர் 

( m - 2 ) ( 0 - 3 ) ( 13 – 3 ) ( n - 4 ) ( 10 - 5 ) 
1+ ( 1 - 1 ) 6+ 

6 + 
2 ! 

3 ! 


• 63 + ... 


1 
5 


[ 31 + 1 + ( - 1 } " + 1 . 211-1 ] என நிறுவுக . 


ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 
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2 • 3 . தோராயமானங்கள் ( Approximations ) . 


மாதிரி 1 . 


( 1.01 ) 1/2 - ( 99) 1/2 ன் மதிப்பைத் தசம பின்னத்தில் 6 இடங் 
களுக்குத் திருத்தமாக எழுதவும் . 


x = • 01 என்க . 


( 1 • 01 ) " /2 = ( 1 + •01 ) 2 = ( 1 + x ) 112 

1 1 ( -1) 
= 1+ * 
x + 

x + 
21 

2 ! 


( - ) 


( -1 ) ( - 3 ) 

3 ! 


+ .. 


( 99 ) 1/2 = ( 1-01 ) 1/2 

1 

T + 
2 


( 1 - x ) ! 2 
1 ( - 3 ) 


2 


+ ( - 1 ) ( - ) 

3 ! 


x + ...... 


. 


. 


| / 2 


( 101 ) 1/2 - ( 99 ) 
1 1 

7 
2 x + 

w + 
2 16 256 


{ 


3 * + .......} 


* 


= x + 


7 
+ 
8 ) 128 


+ . 


7 

( 01 ) + 
128 


( +01 ) + + (•01) + 

4 ( -000001 ) + 6 க்கு 


( 01 ) + 


மேல்பட்ட 


தசம 


ஸ்தானங்களை உடையவை 


= 


01 + 00000012 ; ) 


• 010000125 


010000 ( ஆறு ஸ்தானங்களுக்குத் திருத்தமாக ) 


மாதிரி 2 . 


தசம் 


ஸ்தானத்திற்குச் சுத்தமாக 


1 

ஐ நான்கு 
123 
மதிப்பிடுக . 


1 


- 


( 128 ) 


3 128 


24 


இயற்கணிதம் 


( 125 + 3 ) -1/3 


1 


-13 


( 1 + 13 ) 
- - ( 1 + -024 )-1/ 
= + [ 1 + ( - 3 ) ( 924) 
( -1) -1) (-024 ) + .... 

...... ) 
= [1- (-024 ) - ....) 


+ 


= 


008 + 


2 
91 


-ம 


]} 


..... ) 


[ 1 - 008+ 000128 - 


1 


. 


[ • 992128 ] 


= • 198424 


1984 ( நான்கு தசம ஸ்தானச் சுத்தமாக ) . 


மாதிரி 3 . 


| ஐப் பொருத்து 6 மிகச் சிறியதாகின் ( F ) 

( E ) ன் , நான்கும் 


அதற்கு மேற்பட்ட அடுக்குகளையும் விட்டால் , 


3c 
419 


என நிறுவுக . 


-1/2 


VE +VT - 2+ * 
VE - V + ) "- ( 1 ++ ) " 
VE - VF ) " - ( 1 - 1 ) " 
V ++ VT- (1 + 1) " -(1 - 1 ) " 


ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 
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- { 1+ ( - - ) (E ) + -AF- 1 (F ) .... } 

+ {1+ ) ( H) + RE ) ..... } 


+ 


= 2 + 2 . 


302 
812 


= 2+ 


302 
412 


மாதிரி 4 . 
மிகப் பெரியதாயின் , தோராயமாக 

3 

5 21 
V + 4 - Vx + 1 

+ 
23 

4 8x 


( 1 


- 


என நிறுவுக . 


) 


-- 


1 


* பெரியதாயின் , 


மிகச் சிறியதாகும் , 


12 


Vm +4 


( 


1+ 


4 . 
? 


) " 


1 


1/2 


Vx + 1 


( 1+ 


2 


Vx +4 


Vx + 1 


- 


0 


( 


== [ (1++ )" - ( 1 ++ ) " ) 
= = [ {1 + 1 ( A ) + - ( 5 ) 

+ ( ){= }} - ( H ) ..... } 
- 1+ + +41 (3 ) 

+ 4( -1 }| -1 ), ( H ) + ..... 1 
- = [ { 1 + * - * ++.......) 

- { 1 + * - - + ..... } ] 


26 


இயற்கணிதம் 


3 


= 


W 


15 
8 


63 
+ 

166 


] 


202 


15 


3 
20 


63 
+ 

165 


823 


5 


3 
2x 


(1 


21 
+ 


4 


8+ 


பயிற்சி 4 


1. ஈருறுப்புத் தேற்றத்தை உபயோகித்து V3.96 ன் 
மதிப்பை 5 தசமஸ்தானத்திற்குச் சுத்தமாகக் கணக்கிடுக . 


2. ( 998 ) /" ன் மதிப்பை 3 தசமஸ்தானத்திற்குச் சுத்த 
மாகக் கணக்கிடவும் . 


3. 126 ன் கன மூலத்தை 5 தசமஸ்தானத்திற்குச் சுத்த 
மாகக் கணக்கிடவும் . 


4 . 


11/3 
1 + ன் விரிப்பை எழுதி , 65 ன் கன மூலத்தை 

64 


3 தசம இடத்திற்குச் சுத்தமாகக் கணக்கிடுக . 


5 


5. 1/2 


( 1 + 024) / என்று நிரூபித்து , 2 ன் 


கன 


4 


மூலத்தை 4 தசம இடங்களுக்குச் சுத்தமாகக் கணக்கிடவும் . 


6 
. 


ன் மதிப்பை 6. தசம இடங்களுக்குச் சுத்த 


1 

( 93!} S ) / 
மாகக் காண்க . 


7 . 


(0.998 \ --2 / 
1.002 


ன் மதிப்பை 4 தசம இடங்களுக்குச் சுத்த 


மாகக் கணக்கிடுக. 


8. (102 ) / 2 - ( 0 98 ) ன் மதிப்பை 6 தசம இடங்களுக்குச் 
சுத்தமாகக் கணக்கிடவும் . 


ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 


27 ) 


- 


9. 11003 1997 ன் மதிப்பை 5 தசம இடங்களுக்குச் 
சுத்தமாகக் கணக்கிடவும் . 


10 . ஐ சிறியதாயின் , அதன் இருபடியையும் அதன் அதிக 
அடுக்குகளையும் விட்டால் , ( 1 - 78 ) " / * ( 1 + 26 ) -3 / * ன் மதிப்பைக் 
காண்க . 


11. ஐ சிறியதாயின் , அதன் இருபடியையும் , அதிக அடுக்கு , 
( 9 + 2x ) 1/2 ( 3 + 4x ) 

74 
களையும் விட்டால் 

என நிரூபி . 


= 9 + 5 


51 - 8 


12 . சிறியதாயின் , அதன் கனங்களையும் அதிகப்படியான 

( 1 - a ) -3/ - ( 1 + x ) /2 2 
அடுக்குகளையும் விட்டால் 

எனநிரூபி . 
6 + 9x 

4 


13 . 


சிறியதாயின் , தோராயமாக 


52 


Vw + 4 


- V 

M + 1 = 1 


7 
+ w என நிரூபி . 
4 64 


14 . 


2 சிறியதாயின் , தோராயமாக 
( 1 - 30 ) -2/ + ( 1 - 4x ) -3 / 

1 + 
( 1 - 30 )-1/ + (1 - 4x )-1/4 

2 


30 


+ 4x ” என நிரூபி . 


15 . 


7 
20 


11 


w பெரிய மதிப்புகளாகின் , Va +16 – Vx +9 


என நிறுவுக . 


16 . 


2 + N 1- 
X சிறியதாக விருக்கும்பொழுது + --- ன் தோரா 

4 

2- 


யமான மதிப்பு V1 + ன் தோராயமான மதிப்புக்குச் சமம் 

m 
என்று கூறும் வகையில் ஏற்படும் பிழை என நிறுவுக . 

2 


V 


VE 


g 

G 
17.1 

= T. என்றிருந்து , 1 , G ன் மதிப்பு 

L 
கள் , 1 , g ன் மதிப்புகளிலிருந்து சிறிதளவே வேறுபட்டால் , 
T - t 1 L 1. G 

g 
தோராயமாக 

என நிரூபி . 
T 

L 


H 


3 ]] 


2 


28 


இயற்கணிதம் 


18. 21 நீளமுள்ள காந்தக் கம்பியின் ஈர்ப்புச்சக்தி H 
எனவும் , அதன் மையத்திலிருந்து X தூரத்திலுள்ள புள்ளியில் 
நிலைமதிருப்பத்திறன் M ஆகவும் இருந்தால் 
M 1 

1 
21 { x J ) ( x + 1 ) 
x ஐப் பொருத்து , 1 சிறியதாகவிருந்தால் , H தோராயமாக 
2M 

க்குச் சமம் எனக் காண்க . 


3. அடுக்குக் குறித்தொடர் 

( Exponential series ) 


1 1 1 
31. 1 + 

-- 
+ 
1 ! 2 ! 3 ! 


- 


+ 


+++ 


+ | 


e 


என்ற தொடரின் எண்ணற்ற உறுப்புகளின் கூடுதலை 
என்ற எழுத்தால் குறிப்பிடுகிறோம் . 


2 


+ 


+ 


1 1 1 

1 
.. 1+ + . 
+ 

+ 
2 ! 3 ! 

! 
5 

தசம இடத்திற்குச் சுத்தமாக e ன் மதிப்பு 2.71828 
ஆகும் . 


அடுக்குக் குறித்தேற்றம் : எல்லா மன் விகிதமுறுமதிப்பு 
களுக்கும் 


1 


1 


1 


1 -- 


+ 


+ 


+ 


2 ! 


m ! 


a 


2 


17 


= 1+ 


+ 


+ . 


+ 


+ ........ 


1 ! 


2 ! 


m ! 


தெரிப்பு : 


2 
f ( x ) = 1 + 1+ 
+ 

1 ! 2 ! 


+ 


+ 


என்க . 


7. ! 


இந்தத் தொடர் கன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் ஒருங்கலா 
கும் . ஆகவே 


m2 


m 


f ( m ) 


1+ 


m 

+ 
1 ! 


+ 


+ 


+ 


2 ! 


30 


இயற்கணிதம் 


77 


f (x) = 1+ " 


+ 


12 
2 ! | 


+ 


+ 


+ 


" ! 


f { m ) ஐயும் , f ( n ) ஐயும் நாம் பெருக்கலாம் . 


m . 


ma 


|(m)=f ( x ) = { 1+ 


+ + 
1 ! 2 ! 


........ + 


m ? " 

+ 


ma 


n 


X 


1 
1 + + 

1 ! 


+ 


+ 


+ 


.. 


2 ! 


r ! 


} 

} 
21) 
* + * ) 


mn2 


= 1 + 


(T + 1) + (21 


mon 
+ + 

111 ! 


m 


m2 


+ 


+ 


20 

m 
+ 
1 ! 1 ! 


+ | 


3 ! 


2 ! 


mr - 1 


73 


mr - 2 


+ 


பெருக்கற் பலனில் ( r + 1 ) உறுப்பு யாதெனில் 
m 

m2 
+ 

+ 
r ! ( r - 1 ) ! { r - 2 ) ! 2 ! 

m ? 

m 
+ 

+ 
2 ! ( r - 2 ) ! 1 ! ( 7 - 1 ) ! 


mr -2 


-1 


or 


+ 


. 


r ! 


1 


{ " 


m -- rc , m " - " 


m - + Trc , m " -2 172 + 


+ mr 


* } 


. 


( m - + m ) 


( n + n ) { m + n ) ? 
ஃ f ( m ) - f ( m ) = 1+ 

+ 
1 ! 


+ 


( m : + n ) 
+ 

+ 


f (777 - + n ) 


உட்பிரிவு 1 : * மிகை எண்ணாகவிருக்கட்டும் . தெரிப்பில் 
நிரூபித்தவண்ணம் , 
f ( m ) . f ( n ) . f ( p ) ....... . பகுப்புக்கள் 

f ( m + 7 + p + + & உறுப்புகள் ) 
21. = 11 = ? 5 

1 , என்ற மதிப்புகளைப் பிரதியிட்டால் , 
f ( 1 ) - / 1 ) பகுப்புகள் 

1 ( 1 + 1 + ........ + x 2 - றுப்புகள் ) 
{ I ( ! ) } * = / ( x ) 


அடுக்குக் குறித்தொடர் 


31 


P 
உட்பிரிவு 2 : ன் மதிப்பு என் ற 

மிகை பின்னத்திற் 
y 

எண்களாக 
குச் சமமாகவிருக்கட்டும் . இங்கு p , q மிகை 
விருக்கட்டும் . 


( பகுப்புகள் . 


{ 1 ( A ) } = 1 ( 2 ) - 1 ( 2 ) 

1 


P 

+ 
4 


q உறுப்புகள் 


f ( p ) 
= [ f ( 1 ) ] 2 


.. 


{ 1[u } } " - ( 2 ) 
{ f ( 1 ) } * = f ( x ) 


- 


S 


உட்பிரிவு 3 : X குறை எண்ணாகவிருக்கட்டும் . x = 
ஆகவிருக்கட்டும் . இங்கு S மிகை எண்ணாகவிருக்கட்டும் . 


f ( 8 ) x f ( -8 ) = f ( s - s ) = f ( 0 ) = 1 


11 


S 


1 
ஃ f ( - 8 ) 

f ( s ) 

1 
[ f ( 1 ) ] 
= [ f ( 1 ) ] 

= [ f ( 1 ) ] 
ஆகவே எம்மதிப்பைப் பெறிலும் 
[ f ( 1 ) ] = = f ( z ) 

1 1 
f ( 1 ) 1 + 

+ 
1 ! 2 ! 


ஆனால் 


-- 


+ 


+ 


1 

+ 
m ! 


1 


: 1 ++++ 


21 


+ ........ 


( 1+++ ) 

++ + .... ) 


32 


இயற்கணிதம் 


பி . குறிப்பு : 1+ 


1+ 


1 
1 ! 


1 
+ + 

2 ! 


e 


என்பதால் 


ml 


er 


W 

3 
1+ 

+ 
1 2 ! 


+ 


+ 


+ 


10 


! 


முக்கிய குறிப்புகள் : 


( 1 ) e- * = 1 


+ 
1 ! 


3 ! 


+ (-1) + ..... 


27 


( 2 ) 


ec + e 

2 


? 

+ 


- 


1 + 


+ 


+ 


+ 


2 ! 


4 ! 


2r ! 


War + 1 


( 3 ) 


en - e 

2 


+ 
1 ! 


+ 


3 ! 


+ 

+ 
(2r + 1 ) ! 


= 


( 4 ) am ex log a 

x log a 
1+ 

( x log a ) 

+ 
1 ! 

2 ! 


+ .......... + 


( w log a ) 

+ 


மாதிரி 1 . 
1+ 20 + 3 x2 

ன் விரிப்பில் ஜான் கெழுவைக் காண்க . 


ex 


1+ 2 x + 3 x2 


( 1 + 2x + 3x ) e - 4 


er 


( 1 + 23 + 3x " ) (( 1 - 1+ 


r 
2 ! 


rt - 2 


( - 1 ) -2 | 
+ 

( m - 2 ) ! 


( - 1 ) 7- . xn 
+ 

( 1 - 1 ) ! 


( - 1) - 2 
+ 


+ .. 


.....) 


m ! 


டன் கெழு 
( - 1)1 ) " ( - 1 ) -1 

3 ( - 1 ) -3 
+2 . 

+ 
m ! ( m - 1 ) ! ( n - 2 ) ! 1 


மாதிரி 2 . 
b + am 

( b + at ) 
1+ + 

+ என்ற எண்ணிலி உறுப்பு 
1 ! 2 ! 

eb . an 
களை உடைய தொடரில் வன் கெழு எனக் காண்க . 


m ! 


அடுக்குக் குறித்தொடர் 


33 


( b + ax ) ( b + at ) 
1+ + 

+ 
21 


8 


1 ! 


erb + ax) 


= eb . ear 

( aa ) , ( ax ) 
+ + 

1 ! 2 ! 


es 


+ 


+ 


(as )" + 


-) 


es . a 


n ! | 


es . ae 


. 


கொடுக்கப்பட்ட தொடரில் ஜான் கெழு 


m ! 


மாதிரி 3 . 


1 ! 


e - 1 
ee + 1 


1 1 1 
+ 

+ + 
3 ! 5 | 

1 1 
1+ 

+ + 
2 ! 


4 ! 


25 


er - e 

2 


* 

3 
+ 
1 ! 3 ! 


+5+ 


எனவும் 


*** 


+ 


er + e - T 

T ? 
1+ 
2 ! + 
4 ! 

...... எனவும் 
நாம் கண்டோம் . இங்கு x = 1 

பங்கு x = 1 ஐ ஈடாக்கினால் , 
e - e - 1 

| 1 

+ 
2 

+ 
3 ! + 

5 ! 


1 


// 


el + e - 1 

2 


* 


= 


- 1 + 


1 1 

+ 
2 ! 4 ! 


+ 


வலப்பக்கம் 


el - e 

2 
e + e - I 

2 


e 


- 


-- 


e 


1 


e + 


e 


e -1 


இ . I - 3 
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இயற்கணிதம் 


பயிற்சி 5 


2 + 3x 

ன் விரிப்பில் ஜுன் கெழு 
e20 


1 . 


( - 1 ) . 27-1 ( 4- 3r ) 


எனக் காண்க . 


2 . 


1 + 2x - 382 

ன் விரிப்பில் ன் கெழுவைக் காண்க . 


20 


3 . 


a + bw 

ex 


ன் விரிப்பில் கடன் கெழுவைக் கணக்கிடுக . 


4 . 


8W 


( - 1 ) . 


( 2 + 3x ) 

ல் " ன் கெழுவைக் கணக்கிடுக . 


12 ! 


5 . 


20 + V9 - 302 

ன் ஐ - ன் ஏறு அடுக்குகளில் எழுதப்படும் 


3- W 


விரிப்பில் , ன் சிறிய மதிப்பிற்கு வரையிலும் விரிப்பை 
எழுதினால் , தோராயமாக அது * க்குச் சமம் என நிரூபி . 


6. ( 1 - x ) e + விரிப்பில் , மன் ஏறு அடுக்கில் எழுதுகை 
யில் , ன் கெழுவைக் காண்க . 


10 


1 + 28 ( 1 + 20 ) 
7. 1+ 

+ 
1 ! 

2 


+ 


( 1 + 28 ) " 
+ 

+ . 


70 ! 


212 


e 


என்ற விரிப்பில் கடன் கெழு 


எனக் காண்க . 


17 ! 


8. ( log 2 ) 


1 

1 
( los 2 ) 2 + ( log 2 ) 
2 ! 

3 ! 


- 


-வ 


எனக் 


2 


காண்பிக்கவும் . 


2 


24 


16 


1 ) . 


2 
1 + 

2 ! 


+ 


+ 


+ .. 


-- 


ன் விரிப்பில் 21 ° ன் கெழு 


4 ! 


வைக் காண்க . 


2 


10. ( 1 + l + H +....) - 1+ (1 +++++....) 


எனக் காண்க . 


அடுக்குக் குறித் தொடர் 
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3-2 . அடுக்குக்குறித் தேற்றத்தை உபயோகித்துத் தொடர் 
கூட்டல் முறை ( Summation by using exponentia ! theorem ) . 


மாதிரி 1 . 


1- 


1 + 3 1 + 3 + 32 1 + 3--3: +3 
+ 

+ 
2 ! 

+ .........என் மதிப்பைக் 


3 ! 


காண்க . 


தொடரின் உறுப்பு 2.4.2 ஆகவும் , எண்ணிலிக்குத் தொடர் 
கூட்டல் S ஆகவும் இருக்கட்டும் . 


1 + 3 + 32 + 3 + .......... + 31 


= 


12 


13 ! 


1 


n 


31 - 1 
3 - 1 


7 ! 


1 


312 


] 


[ 


1 


m ! 


17 ! 


n = 1 , 2 , 3 ...... மதிப்புகளை ஈடாக்கினால் முதல் உறுப்பு , 
ரண்டாம் உறுப்பு , 7. ஆம் உறுப்புகளைப் பெறலாம் . 


5 --- 
-1 ) 


3 : 


1 


10g 


1 
2 


4 - 1 


3 
3 ! 


] 


... 


. 


* . - + 


1 372 
2n ! 


-1 ] 


7. ! 


... 


32 


33 


31 


S = 

2 ) 


+ 


-- 


-- 


-- 


73 ! 


[ i 

- ) 
+ H ++ ........... ) 
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இயற்கணிதம் 


-- -1 ) - - ( 1 ) 
- - (e - 4 ) 
== {c"-1) 


மாதிரி 2 . 

எண்ணிலிக்குக் கூடுதல் காண்க . 


32 52 72 92 
+ + 

+ 

+ 
1 ! 2 ! 3 ! 

4 ! 


.... 


nth உறுப்பு , un 


( 2n + 1 ) 

m ! 


( 2n + 1 ) ? 


A B 

+ 
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எண்ணிலிக்குத் தொடர் கூட்டல் : 
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4. மடக்கைத் தொடர் 

( Logarithmic Series ) 


41 தேற்றம் : -1<< 1 ( அதாவது || < 1 ) ஆனால் , 
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loge ( 1 + x ) 
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+ 


+ ( - 1 ) -1 
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2 


3 


4 


1 


தெரிப்பு : ( 1 + xj9 = y log ( 1 + x ) 


) என்பதாகும் . அடுக்குத் 


தேற்றத்தை உபயோகித்தால் , 


= 1 + y log (1+ x) + 2 { log ( 1 + x ) } " 

+ ){ log ( 1 + = } } + ...... 


( 1 ) 


ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றத்தை உபயோகித்து இடப் 
பக்கத்தை விரித்தால் , 
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(1+ ) 1+ yx + 
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A (y - 1 ) + 


இத்தொடர் அறநெருங்கல் தன்மையைப் பெற்றிருப்ப 
தால் , முன் ஏறு வரிசையில் இத் தொடரைத் திருத்தி அமைக்க 
முடியும் . அப்படி அமைத்தால் , (1 ) , ( 2 ) இரு தொடரிலும் 
மூன் சம குறியீட்டுகளின் கெழுக்கள் சமம் . 


ஓன் கெழுக்களைச் சமப்படுத்தினால் 
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இயற்கணிதம் 
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இதுதான் மடக்கைத் தேற்றத்தின் தெரிப்பாகும் . 
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மாதிரி 4 . 

தொடர் கூட்டல் காண்க : 
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11 . 


எண்ணிலிக்குத் தொடர் கூட்டல் காண்க . 


log , e - log , e + log21 e 


logst e + 


42. மடக்கைத் தொடரை உபயோகித்து , எண்ணிலித் 
தொடரின் கூடுதலைக் காணல் ( Summation of Infinite series 
by using Logarithmic series). 
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m 


20 + 3 
( 20 - 1 ) . 20 ( 27 + 1 ) 


பகுதி பின்னங்களாக்குகையில் 


aby 


- 


A B C 

+ + 
211 - 1 20 20 + 1 


A = 2 ; 

2 ; BB = - 3 ; C == 1 
2 3 

11 

+ 
2n - 1 

2n + 1 


.. 


by 


-- 


20 


m = 1 , 2 , 3 ....... n ஈடாக்கினால் 


31. - 2. + -1 + +1 . ) 


48 


இயற்கணிதம் 
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5 . 


arer - log ( 1 + c ) 


( iv ) 


Lt 
x- > 0 


x2 


7 . 


1. மிகப் பெரியதாகவிருந்தால் , தோராயமாக 


1 


-- 


1 
1+ 

1212 
= e 


(6 


(1+ ) 


1 

ன் விரிப்பை 
8 . w ன் ஏறு அடுக்குகளாக log 

1 - x - W + x " 
எழுதுக . ( "டன் கெழு , 10 ஒற்றை இரட்டை எண்ணாகவிருந் 
1 

3 
தால் , அல்லது என்ற மதிப்பைப் பெறும் ). 


--- 


1 . 


13 


9. ( 1 + 0 + 


1 + x + 


+ 

2 . 


( x ஐயும் , 


1 ! 


அதற்கு 


மீறியலன் அடுக்குகளையும் பொருட்படுத்த வேண்டியதில்லை ) . 


5 . 


அணிக்கோவை 
( Determinant ) 


5-1 . வரையறை : a , b , a ,, b , என்ற நான்கு எண்களைச் 
சதுர வடிவில் கீழ்க்கண்ட வகையில் குறிப்போம் . 


a , b , 


| | 


a , b , 


எனக் குறிக்கலாம் . இந்த அணியைத்தான் , இரண்டாம் படித் 
தான அணிக்கோவை ( Determinant of second order ) எனக் 
கூறுகிறோம் . a ,, ,, ,, b , இவைகளை மூலகங்கள் ( Elements ) 
எனச் சொல்கிறோம் . படுக்கையில் அமையும் மூலகங்களுக்கு 
வரிசை மூலகங்கள் ( Elements forming a row ) என்றும் , நெடுக் 
கையில் அமையும் மூலகங்களுக்குப் பத்தி ( Elements forming 
a column ) யில் உள்ளன என்றும் சொல்வோம் . a , b , ஐ 
வரிசை என்றும் , a , a , ஐ பத்தி என்றும் சொல்வோம் . 


எடுத்துக்காட்டாக , 


a , b , c , 


a , b , c , 


a , b , 


C. 


என் 

ற அணிக்கோவையை எடுத்துக் கொண்டால் , 9 மூலகங் 
கள் உள்ளன . 3 வரிசைகளும் , 3 பத்திகளும் உள்ளன . 
a b , c , ஐ அணிக்கோவையின் மூலைவிட்டம் ( Leading 
diagonal of a determinant ) எனச் சொல்கிறோம் . 
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52. அணிக்கோவையின் விரிப்பு ( Expansion of a deter 
minant ). 


ஒவ்வொரு அணிக்கோவையும் , மூலகங்கள் வாயிலாக 
விரிப்புப் பெறும் . அந்த விரிப்பு அணிக்கோவையின் மதிப் 
பாகும் . எடுத்துக்காட்டாக 

a , b , 

என்ற 


அணிக் 


1 


a , b , 


கோவையின் விரிப்பு a , b , - a , b , ஆகும் . இதுதான் அதன் 
மதிப்பாகும் . 


a , b , c , 


a , b , c , 


என் 


a , b , cs 
-மூன்றாம் படித்தான அணிக்கோவையின் விரிப்பைப்பார்ப் 
போம் . முதல் வரிசையிலுள்ள 

மூலகங்கள் வாயிலாக 
எழுதினால் , 
b . - b , 

! + C , 

a , b , 


( 0 . 


|| 
*| 11|| 


C , 

a , b , 
விரிப்பில் , உறுப்புகள் குறி மாறி வருவதைக் காணவும் . 
4 , மூலகத்தை எடுத்து அதைப் பெருக்கும் அணியை எழுத , 
a , இருக்கும் வரிசையையும் பத்தியையும் விட்டுவிட்டு , 
மீதியை 

எழுதவேண்டும் . அடுத்தபடி b , ஐ எடுக்கும் 
பொழுது குறி ஆகும் 

என்பதை நன்கு கவனிக்கவும் . 
இம்மாதிரியாகவே பத்தி மூலங்களையும் எடுக்கவேண்டும் . 


ஆகவே , 

( 1 ) இந்த அணிக்கோவையின் விரிப்பு , முதல் வரிசையில் 
உள்ள மூலகங்கள் வாயிலாக அடையப்பெற்றுள்ளது . இதே 
மாதிரி , அணிக்கோவையின் விரிப்பு , பத்தி மூலகங்கள் வாயி 
லாகவும் அடையப் பெறலாம் . எந்த ஒரு பத்தியையோ , 
அல்லது வரிசையையோ எடுத்துக்கொண்டு அவைகளின் 
மூலகங்கள் வாயிலாக விரிப்பைப் பெறலாம் . 


( 2 ) விரிப்புகளின் உறுப்புகள் மிகை ( + ) , குறை ( - ) க் 
குறிகளை மாறிமாறிப் பெறும் . 
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( 3 ) இந்த அணிக்கோவையின் விரிப்பு என்னவென்றால் 

a , ( b , c , - b , c , ) - b , ( a , c : - a cs ) + c ( a , b , - a , b , ) 

a becs - a , b , c , - a ,b,c, + a ,b, c + azb.c - a , b , c, 
இங்கு 1 , 2 , 3 என்ற தொங்கல் எண்கள் ( Sufflexes ) வரிசையில் 
உள்ளன . 

அப்படியிருந்தால் அந்த உறுப்பு ( term ) + ஆகும் . 
இவ்வரிசைக்குக் கொண்டுவர ஏற்படும் மாற்றங்கள் ஒற்றைப் 
படை ஆனால் , அந்த உறுப்பு - ve குறியையும் , இரட்டைப் 
படை ஆனால் அந்த உறுப்பு + ve குறியையும் பெறும் . உதா 
ரணமாக a , b , c ,, இரண்டு மாற்றங்கள் செய்ய வேண்டும் . 
இந்த உறுப்பு + ve ஆகும் . 


b , c , 


என்ற அணியை 


b , c3 


a , ன் சிறுபகுதி ( Minor ) எனச் சொல்வோம் . இந்த சிறிய 
பகுதியை அதற்குரிய குறியுடன் நாம் கருதினால் அதை . 
இணைச்சினை ( Cofactor ) என்று சொல்வோம் . ஆகவே 


02 


b , ன் இணைச்சினை ஆகும் . 


Cory 


b , c , 


அவ்வாறே 

+ | b , 

a , ன் இணைச்சினை ஆகும் . 

b , 
இங்கு , b , ன் இணைச்சினை , ம் , ன் சிறுபகுதியைக் குறியுடன் 
கொண்டதாகும் என்பது கவனிக்கத்தக்கது . 


C3 


மேலும் என் இணைச்சினையை A என்று குறிப்போம் . 
அதேமாதிரி , எந்த 

எந்த மூலகத்தின் இணைச்சினையும் , அம் 
மூலகத்தைக் குறிக்கும் எழுத்துக்களின் , பெரிய எழுத்துக் 
களால் ( Capital letters ) குறிக்கப்படும் , 

a b , 


C. 


aug 


b , 


Ce 


என்ற 


அணிக்கோவையின் 


CS 


விரிப்பு 


= 


a , 

b , 
a , ( b , c , - bsc , ) - b , ( a , cs - ascs ) + c ( a , b , - a , b ). 
a A + b , B , + c , C ஆகும் . 
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முதல் பத்தியின் மூலகங்களின் வாயிலாக எழுதும் 
பொழுது விரிப்பு 

= a , A + a , A , + a , A , ஆகும் . 
5.3 . அணிக்கோவையின் சில பண்புகள் ( Some properties 
of determinants ) . 

( 1 ) எந்த ஒரு அணிக்கோவையிலும் வரிசைகளையும் , 
பத்திகளையும் மாற்றி அமைத்தால் , அணிக்கோவையின் 
மதிப்பு மாறாது , 
ஆகவே , a , b ,b , c 

a , a , as 
a , b , c , 

b , b , b , 


a , b , C 

C C2 C. 
இடப்பக்கம் அணிக்கோவையின் விரிப்பு 

a , A + b , B , + c , 
= a , A + a , A2 + as A. , 
வலப்பக்க அணிக்கோவையின் விரிப்பு ஆகும் . 


C ) 


( 2 ) இரண்டு வரிசைகளையோ (பத்திகளையோ ) ஒன்றுக் 
கொன்று மாற்றினால் , அணிக்கோவையின் குறி மாறும் . 


a 


7 


- 


g 


au 


h 


g 


ஆகும் . 


- 


h b f 


bry 


C 


g f 

h b f 
( 3 ) இரண்டு வரிசைகளோ ( அல்லது பத்திகளோ ) 
ஒன்றாகவே இருந்தால் அணிக்கோவையின் மதிப்பு சுன்ன 
மாகும் . 


( 4 ) ஒரு வரிசையிலோ ( அல்லது பத்தியிலோ) உள்ள 
ஒவ்வொரு மூலகங்களை , ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணால் பெருக்கி 
னால் , முழு அணியின் மதிப்பும் குறிப்பிட்ட எண்ணால் பெருக் 
கப்பட்டதாகும் . எடுத்துக்காட்டாக 


Isa , kb , lc , 


= 1 


a , b , 


C 


a , 


b2 


C. 


a , b , 


b , C2 


ay 


b . 


a , b , 


C. 
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( 5 ) ஒரு வரிசையிலோ ( அல்லது பத்தியிலோ) உள்ள 
ஒவ்வொரு மூலகங்களும் 2 எண்களின் கூடுதலாக அமைந் 
தால் , அந்த அணிக்கோவையை இரண்டு அணிக்கோவை 
களின் கூடுதலாக நாம் எழுதலாம் . எடுத்துக்காட்டாக , 

a +6 , 6. C 


an + b , b , c , 


ay + b , b ; c , 
முதல் பத்தியின் மூலகங்களின் வாயிலாக விரித்தால் , 

(a + b ) | b . C - ( a , + b ,) 


b , C 


b . 3 


b , 3 


+ ( a + b ) 


b , c , 


* 


b , 02 


b , c , 


a , 


b , c , 


+ as 


b , C 


* | 


b , 


C3 


b , 


C .. 


b , c , 


+ , 


b , C2 


- 


- 6 , 


b , c , 


+ 6 . 


b , c , 


b , 


C , 


b ,, c , 


b , c , 


a , b , c , 


+ 


b , b , 

b , C 


a , b , c , 


b , b , c , 


a , b , c , 

b , b , C , 
( 6 ) ஒரு வரிசையில் ( அல்லது பத்தியில் ) உள்ள மூலகங் 
களுக்கு , மற்ற ஏதாமொரு வரிசையிலோ ( அல்லது 
பத்தியிலோ ) உள்ள மூலகங்களை ஏதாமொரு குறிப்பிட்ட 
எண்ணால் பெருக்கிக் கூட்டினால் , அணிக்கோவையின் மதிப்பு 
மாறாது . 

எடுத்துக்காட்டாக , இடப்பக்க அணிக்கோவையின் 
இரண்டாம் பத்தி மூலகங்களை P ஆலும் , மூன்றாம் பத்தி மூலகங் 
களை ( ஆலும் பெருக்கி , முதல் பத்தி மூலகங்களுடன் சேர்த்து , 
வலப்பக்க அணிக்கோவை உருவாக்கப் பெற்றுள்ளது . 
a , b , c , 

a , + pb , + qc , b , c , 


a , b , c . 


a , + pb , + qc , b , c , 


a , b , c , 


a , + pb , + qc , b , c , 
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a b . 


C. 


+ 


pb , b , c , 


+ 


gc / 


b , c , 


a , b , c , 


pb , b , c , 


qc , 


b , c , 


a , b , 


CS 


pb , b . 

b . c , 


qc , 6 . 


C : 


a , b , 

b , C 


// 


+ P 


b , b , c , 


+ q 


b , c , 


C 6 , 


a , b , c , 


b , b , 

b , C. 


C2 


b , c , 


a , b , 


b . b , c : 


C 


b , c , 


== 


ay 


b , 


CI 


a , 


b , 


C 


as b .. c , 
( மற்ற இரண்டு அணிகளும் , இரண்டு பத்திகள் ஒன்றாக 
அமைந்ததால் சுன்ன மதிப்பைப் பெறுகிறது . ] 

( 7 ) ஒரு அணியில் மூலைவிட்டத்தில் ஒரு பக்கத்திலுள்ள 
மூலகங்கள் சுன்னமானால் அவ்வணியின் மதிப்பு மூலை 
விட்டத்தின் மூலகங்களின் பெருக்கற் பலன் ஆகும் . 


மாதிரி 1 . 


a 


h g 


ன் மதிப்பைக் காண்க . 


h b f 


g f c 


--- g 


h b 


T 


bg )) 


= a ( bc - h 

f ) - 7. ( ch - gf ) + g ( hf 
= abc - af - ch : + gfh + ghf - bg 

abc + 2 fgh - af2 - bg - che 


மாதிரி 2 . 

மதிப்பிடுக . 


1 


a2 


1 


b b ? 


1 c 


( 2 
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முதல் வரிசையை R , எனவும் , இரண்டாம் வரிசையை 
R , எனவும் , மூன்றாம் வரிசையை R , எனவும் குறிப்போம் . 


1 


a 


() b - a b ? - a ? 


R , - R , 


() c- a 


c ? - a ? 


R. - R , 


1 


b 


be - a ? 


0 


+0 


| 


c - a 


c - a2 | 


( b - a ) ( c - a ) 


1 


b + a 


1 


c + a 


= ( b - a ) ( c - a ) ( a - 5 ) 


5.3.1 . முக்கியக் குறிப்பு : ஒரு அணிக்கோவையில் 
அதன் மூலகங்கள் என் விகிதமுறு இயற்கணித 

சார்பாக 
விருந்து , x = a ன் பிரதியிடலால் , இரண்டு வரிசைகளோ 
( அல்லது பத்திகளோ ) சமமானால் , ( x a ) அவ்வணியின் 


ஒரு சினை . 


அணிக்கோவை / ( x ) ஆகவிருக்கட்டும் . = a , ஈடாக்கி 
னால் , இரண்டு வரிசைகள் சமமாகும் . ஆகவே 1 ( a ) = ) 
ஆகும் . 

ஃ ( x - a ) , வின் ஒரு சினை . 


a = a ஈடாக்குகையில் , 1 வரிசைகளோ ( பத்திகளோ) 
சமமாவதால் 

( a - a ) " - , வின் ஒரு சினை ஆகும் . 
மாதிரி . 

மதிப்பிடுக : 1 a a 


1 b 


b ? 


1 c c 


a = b , ஈடாக்கினால் 


1 b b ? 


1 b b ? 


1 c 


59 


அணிக்கோவை 


ஆகவே , ( a - b ) ஒரு சினை . அதேமாதிரி ( b - c ) , ( c 

( - a ) 
சினைகள் ஆகும் . அணிக் கோவையை / என்று 

கொண் 
டால் , அது மூன்று படித்தான அணிக்கோவை . 


Is ( a - 


b ) ( b - c ) ( c - a ) 


3. = 


1 , b 


2 , c = 3 , இரு பக்கங்களிலும் ஈடாக்கினால் , 
2 = ! ( - 1 ) ( - 1 ) ( 2 ) 
ke 1 


- 


( a - b ) ( b - c ) ( c - a ) 


5.4 . அணிக்கோவையின் சிறு பகுதியும் இணைச்சினையும் 
( Minors and Cofactors of a determinant ) . 


தேற்றம் : அணிக் கோவையின் 

ஒரு 

வரிசையிலோ 
( பத்தியிலோ) உள்ள மூலகங்கள் , மற்றொரு வரிசையின் 
( பத்தியின் ) மூலகங்களின் இணைச்சினையால் பெருக்கப் 
பட்டால் , அவைகளின் கூடுதல் சுன்னத்திற்குச் சமமாகும் . 


a , b , c , 


a , b , c , 


as b .. 


C. 


C 


a , A , + 6 , B , + cC , 


0 என நிரூபிக்கவேண்டும் . 


a A , + b , B , + c , C , 


a 


| * * ** * * | "| - 


= 


0 


மாதிரி 1 . 


மதிப்பிடுக . 


1 + a 


a , 


( s 


d4 


0 


1 + a , 


s 


0 


a , 


1 + a , 


O 


ay 


02 


03 


1 + ay 
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C + C : + C , + C , ( பத்திகளைக் கூட்ட ) 

1 + a + as + a , + ay 


02 


a , 


0 . 


1 + a + a , + a , + al 


1 + as 


03 


. 


1 + a + as + as + as 


. 


1 + a , 


0 


1 + a + a , + a , + ay 


, 


a , 


1 + a , 


( 1 + a + a , + a + a ) | 1 


(12 


as 


04 


1 


1 + a , 


தே 


04 


1 


1 + a , 


1 


க . 


Az 


1 + ay 


( 1 + a + as + as + al ) 


1 


a , as 


ay 


() 1 0 0 


R , - R ; 


R , - R , 


0 () 1 ) 
0 0 0 1 


R - R , 


( 1 + a + a , + as + a ) 


மாதிரி 2 . 

மதிப்பிடுக : 


( b + c ) ) 


a ? 


2abc (a + b + c ) . 


b2 


( c + a) 


b ? 


c 


( a + b ) 


a = 0 மதிப்பை ஈடாக்குக . 


( b + c) 0 0 


b2 


c : 


b ? 


c 


b2 


/ = 0 


a , வின் ஒரு சினை . அதே மாதிரி யும் , யும் 
சினைகள் ஆகும் . மேலும் , - ( b + c ) = a ஈடாக்குக . 


அணிக்கோவை 
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-- 


aa 


( -a) 
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( - b ) 


b ? 


c2 c3 ( - c ) 
மூன்று பத்திகளும் சமமாகின்றன . ( a + b + c) , வின் 
ஒரு சினை , A. 


ஆறாம்படிக் கோவை 
4 k abc ( a + b + c ) ( a + b + c ) 

k abc ( a + b + c ) ; 


இரு பக்கங்களிலும் a 


1 , b = 1 , c = 1 மதிப்பிட்டால் 


27k = 54 


2 


.. 


A 


2abc ( a + b + c ) 


மாதிரி 3 . 


a + b + 2c 


a 


b 


= 2 ( a + b + c ) 


C 


2a + b + c 


b 


C 


a + 2b + c 


2a + 25 + 2c 


b 


2a + 2b + 2c 


2a + b + c 


6 


2a + 25 + 2c 


a 


a + 26 + c 


2 (a + b + c) 1 


a 


b 


1 


2a + b + c 


b 


1 


a + 2b + c 


2 ( a + b + c ) | 0 


- ( a + b + c ) 


0 


1 . 


2a + b + c 


b 


1 


a + 26 + c 
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2 ( a + b + c ) / 0 | 


- 1 


O 


1 | 


2a + b + c 


b 


1 


a + 25 + 


2 ( a + b + c ) ? [ a + 2b + c - b ] 
2 (a + b + c ) 


அணிக்கோவைகளின் பெருக்கல் ( Multiplication of 
determinants ) : 

ஒரே படித்தான இரண்டு அணிக்கோவைகளின் பெருக் 
கற்பலன் , அதேபடித்தான மற்றொரு அணிக்கோவையாகும் . 
மூன்றாம்படித்தான இரண்டு அணிக்கோவைகளை எடுத்துக் 
கொள்வோம் . 


D = 


0 


b , 


C 


; D 


< B. Y , 


a 


b , c , 


« , 


B , Y2 


. 


3 , Y , 


a , b , c , 
எனக்கொள்வோம் . 


II 


ax + b , B + cY a , + b , B , + cY , 1 , + b , B , + cY , 


a + b , 3 , + cy , as , + b , 32 + cy , a,, + b , B . + cy , 


ax + b B + cy, a , + b : 3 , + cy , as + b , B , + cy . 
இந்த அணிக்கோவையை விரித்தால் 27 அணிக்கோவைகள் 
பெறமுடியும் . முதல் பத்தியிலுள்ள 

மூன்று 

பத்திகளை 
L. , L3 , L , என்றும் , இரண்டாம் பத்தியிலுள்ள மூன்று பத்தி 
களை M , , M ,, M , எனவும் , மூன்றாம் பத்தியிலுள்ள பத்திகளை 
N ,, N. , N , எனவும் குறிப்போம் . 


A = > [ Lr M , N ], { r , s , t ; 1 , 2 , 3 மதிப்புகளைப் பெறும் } 

r , s , t இவைகளின் இரண்டு சமமானால் அந்த அணிக் 
கோவையின் மதிப்பைக் காண்போம் . தாரணமாக , 
[ LM , N ,] 

a , b, 3 , 6,3 , 


= 


a , / b.B , b , B , 


asa , b , 3 , b , B , 


. 


a6, 3 | 
அணிக்கோவை 
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K , B23, a , b , b , 

= 0 
a, b , b , 

a , b , b , 
A [ L M , N , ] + [ L , M , N , ) + [ L.MN ] + [ L , M , N , ] 

+ [ L , M , N , ] + [ L , M , N , ] 
[LM , N , ) a , b , B , cy , 

a , b , B , c , Y , 
a , b , 3 , c.Y , 

a , b , C 

a , b , c , 
K , B.y , . D 


K , B , Y ; 


= 


அதேமாதிரி 

[ L , M , N , ] = - 4 , B , Y , . D 
[ L , M , N , ] - x , B.Y : . D 
[ L , M , N ] = K , B , Y , - D 
[ L , M , N ] = K , B.Y , . D 
[ L , M , N , ) - K , B , Y , . D 
: A = D { x , ( B.Y : - 3.Y ) - , ( B.Y : - B.Y , ) 

+ « , ( BY : - BY , ) } 


- 


= D. 


| 


K , B , Y. 


, 3 , Y , 


, B , Y ; 
= D. D 


/ என்ற அணிக்கோவை மூன்றாம் படித்தான அணிக் 
கோவையாகும் . ஆகவே இது அணிக்கோவையின் பெருக் 
கல் தேற்றமெனப்படும் . 
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5.5 . அணிக்கோவையை உபயோகித்து நீக்கல் ( Elimina 
tion using determinants ) . 


ax + by = 0 

( 1 ) 
azx + b , y = 0 

( 2 ) 
இரண்டு சமன்பாடுகளை எடுத்துக்கொள்வோம் . 


( 1 ) சமன்பாட்டை b , ஆலும் , 


( 2 ) சமன்பாட்டை b , ஆலும் பெருக்கினால் 

a , b , x + b ,by = 0 

a , b, x + b ,b , y = 0 
கழிக்க , x ( a , b , - a,b ) = 0 

: . a , b , - a , b , = 0 ஆகிறது . 


x + 0 , 


அணிக்கோவையின் மூலம் , இதனைத்தான் 

O என் 


a , b , 


a , b , 
எழுத முடியும் . இது சமன்பாட்டின் நீக்கற்பலன் ( Eliminant } } 
ஆகும் . இஃது எழுதும் முறை எளிதில் புலனாகிறது .. சமன் 
பாடுகளின் வலப்பக்கத்தைச் சுன்னமாக ஆக்கிக் கொள்ள 
வேண்டும் . 


b 


C 


y 


b - C 


; 2 = 

a - 6 


C 


ஆனால் 1 + xy + yz + 2v = 0 


a 


b - c 


( அ . து . ) a - bx + cx = 0 


b 


- 


3 


( அ.து. ) ay + b - cy = 0 


C - a 


C 


Z = 


( அ.து. ) a2 - bz - c = ) 


b 


1 - x 


0 


(O 


- 


a , b , c ஐ நீக்க , 


N 1-3 


2 - 2 - 1 


அணிக்கோவை 
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1 ( -1 - yz ) + x ( - y + yz ) + x ( - yz - 2 ) = 0 

1 + xy + yz + 2x = 0 


5.5.1 . அணிக்கோவை முறை உபயோகித்துச் சமன்பாடு 
களைத் தீர்க்கும் முறை : 


மாதிரி . 


தீர்க்கவும் : a + b , y + c = R 

as x + b , y + c = R , 
a , x + b , y + c , = K , 


a , b , 


C , 


என்க . 


a , b , 

b , c , 


as 


b, c , 


11 


= 


K , b , c 


என்க . 


K , b , 


C2 


K , b , c , 


A , 


K , c , | என்க . 


d , 


K , c , 


a , K ; c , 


A. 


a , b , K. 


என்க . 


a , b , K , 


a , b , K. 


R ,, R ,, R , க்கு உரிய மதிப்புகளைப் பிரதியிட்டால் 

AL a , x -- b , y + c , z b , c , 


a , x + b , y + c , 2 b , 


C2 


a . + by + c, 2 b , c , 


இ . 1-5 
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அணிக் கோவையைப் பிரித்தெழுதுகையில் 

a x b , c , + b , y b , C 


a , x b , 


C. 


b , y b , c , 


a , w b : 


C , 


b , 3. b , c , 


+ 


c , z b , 


C 


c , 2 b , c , 


c , 2 : 


CS 


a , b , 


C1 


+ 0 + 0 


azx b , c , 


- 


a . b , 

b , c , 


= 3 


a , b , 


C 


a , b , 


C 


a , b , c , 


Δ , 


- 


x . A 


. 


0 


II 


A 


அதே மாதிரி 


2 


--- 


A 


பயிற்சி 8 


நிரூபிக்க : 


1 . 


b + c 


4abc 


b 


c + a 


b 


C 


C 


a + b 


அணிக்கோவை 
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2 . 


a - 6 - C 


aa 


உய 


| ( a + b + c ) 


26 


b - C - ( 


26 


2c 


2c 


c -a - b 


3 . 


1 + a 


1 


1 


1 


abcd 


1 


1 + b 


1 


1 


( 1 + 1 + 1 + 1 + 3 ) 


1 


1 


1 + c 1 


1 


1 1 


1 + d 


.4 . 


( a + 5 ) 


Cor 


bc 


2abc ( a + b + c ) 


( 


( b + c) 


ab 


bc 


ab 


( c + a )? 


= 23 


5. தீர்க்கவும் 

x + 29 + 52 
32 + y + 42 
6x + y + 72 


26 


6 


6. தீர்க்கவும் 

x + 2y + 32 
2x + 44 + z = 
3x + 29 + 92 


14 


7 . 


தீர்க்கவும் 

x + y + z = d 
ax + by + cz = da 
as + by + cz d 


8 . 


ax -- by + cz = 0 
bx + cy + az = 0 


Cw + ay + bz = 0 


ஆனால் a + b + c 


3abc என நிரூபி . 
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9 . 


= 


cy + bz - 


y = a + Cm 


bx + ay : 


ஆனால் a + be + c + 2abc 


1. என நிரூபி . ( N = y = 2 + 0 ) .. 


6. சமன்பாட்டின் மூலங்களுக்குத் 

தோராயமான மதிப்புகள் 
( Approximation to roots of an Equation ) . 
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உடைய 


ன் 


= 


மெய்க்கெழுக்களை 

பல்லுறுப்புக் 
கோவையாக f ( x ) அமையட்டும் . f ( x ) 1 என்ற சமன் 
பாட்டைப் பூர்த்தி செய்யும் ன் மதிப்புகளை , சமன்பாட்டின் 
மூலங்கள் எனச் சொல்கிறோம் . தோராயமாக மூலங்களின் 
மதிப்பைக் காண்பதற்குரிய இரண்டு வழி வகைகளைக் குறிப் 
போம் . ( i ) ஹார்னர் முறை ( ii ) நியூட்டன் முறை . அதற்கு 
வேண்டிய பல விதிகளைக் குறிப்போம் . 


6.2 விதி 1 ( Principle 1 ) : - f ( a ) யும் f ( b ) யும் எதிர்க் 
குறிகளைப் பெற்றிருந்தால் f ( x ) = ( ) என்ற சமன்பாடு , a , b 
களுக்கிடையில் குறைந்தபட்சம் ஒரு மூலத்தையாவது 
பெறும் . 


எடுத்துக் காட்டாக , 


f ( x ) 





8x 


40 


-- 


f ( 4 ) 


(54 


32 


40 


8 


f ( 5 ) = 125 - 40 

40 - 40 


45 


- 


. f ( 4 ) ம் , f ( 5 ) ம் எதிர்க் குறிகளைப் பெற்றிருப்பதால் , சமன் 
பாட்டின் குறைந்தபட்சம் ஒரு மூலமாவது 4 க்கும் 5 க்கும் 
இடையில் இருக்கும் . 
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உடைய 


6.3 விதி 2 ( Principle 2 ) : கொடுக்கப்பட்ட சமன் 
பாட்டின் மூலங்களை , குறிப்பிட்ட ஒரு மாறிலி அளவு குறைத்த 
பிறகு , அவைகளை மூலங்களாக 

சமன்பாட்டைக் 
காணும் முறை . 
எடுத்துக்காட்டாக , ஐ 50 + 73 7x - + 11 

0 என்ற 
சமன்பாட்டின் மூலங்களை , 2 குறைத்து வரும் மூலங்களுக் 
குரிய சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடிக்கவும் . 


புதுச் சமன்பாட்டின் கெழுக்கள் f ( m ) ஐ ( w 2 ) ஆல் 
வகுக்கப்பட்டு வரும் மீதிகள் ஆவன . f ( w ) 

() என்பது 
காடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு . 


தொகுப்பு முறை வகுத்தலைக் கையாள ( By Synthetics 
Division ) 


2 


1 


- 


7 


- 17 


11 


0 


2 


- 6 


2 


- 30 


1 


1 


-- 


- 15 


- 19 


0 


2 


- 2 


- 2 


1 


- 1 


-- 1 


- 17 


O 


2 


2 


1 


1 


1 


O 


2 


3 


புதுச் சமன்பாடு * + 3 + 3 - 170 - 19 = 0. இச் 
சமன்பாட்டின் மூலங்கள் , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் 
மூலங்களை விட 2 குறைவு . 


விதி 3 ( Principle 3 ) : 3 , B , Y ...... மூலங்களை உடைய 
சமன்பாடு xn + Pal - 1 + pen-- + 

+ pn = 0 

ஆயின் , 


சமன்பாட்டின் மூலங்களுக்குத் தோராயமான மதிப்புகள் 71 


100,108,10Y .... இவைகளை மூலங்களாக உடைய சமன்பாடு 
x + 10 pm - 1 + 10p,a- + 

+ 101 Pa 

0 ஆகும் . 


இம்மூன்று விதிகளை உபயோகித்து ஒரு சமன்பாட்டின் 
மூலத்தின் தோராயமான மதிப்பை ஹார்னர் முறையில் கண்டு 
பிடிக்கலாம் . 


6.5 ஹார்னர் முறை : 


மாதிரி . 

- 30 + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மிகை மூலத்தை 
( positive roct ) இரண்டு தசம இடச் சுத்தத்திற்குக் கண்டுபிடி . 


முதற்படி ( Firsi stage ) 

f ( x ) = – 38 + 1 
f (1 ) = 1-3 + 1 = - 
f ( 2 ) == 8-6 + 1 = 3 = + . 


1 க்கும் 2 க்கும் இடையே ஒரு மிகை மூலம் உள்ளது 
என்பதைக் காண்கிறோம் . 


இரண்டாம் படி ( Second stage ) 


இச்சமன்பாட்டின் மூலத்தை 1 ல் குறைக்கவும் . 


1 ) 1 


0 


-- 


1 


ன் கெழு = 0 . 


0 


1 


- 2 


1 


1 


- 2 


-1 


0 


1 


2 


1 


2 


0 


0 


1 


1 


3 
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இயற்கணிதம் 


புதுச்சமன்பாடு x + 3x - 11 = 0 . இச் சமன்பாட்டின் 
மூலம் 0 க்கும் 1 க்கும் இடையில் உள்ளது . 


மூன்றாம்படி ( Third stage ) : 

இந்தப் புது சமன்பாட்டின் மூலங்களை 10 ஆல் பெருக்க , 
சமன்பாடு 

x + 300 - 1000 = 0 ஆகிறது . 


இந்தச் சமன்பாட்டிற்கு 5 க்கும் 6 க்கும் இடையில் மூல 
முள்ளது என்பதை முன் சொன்ன முறையில் ( முதற்படியில் 
குறிப்பிட்ட முறையில் ) காணலாம் . இச்சமன்பாட்டின் மூலங் 
களை 5 ல் குறைக்க . 


5 | 1 


30 


0 


- 1000 


0 


5 


175 


875 


1 


35 


175 


- 125 


0 


5 


200 


1 


40 


375 


0 


5 


1 


45 


இந்த +45 + 375x - 125 = 0 சமன்பாடு , ஒரு மூலத்தை 
0 க்கும் 1 க்கும் இடையில் பெறும் . இதன் மூலங்களைப் 
10 ஆல் பெருக்க +4503 + 37500x - 125000 = 0 . இதன் மிகை 
மூலம் 3 க்கும் 4 க்கும் இடையில் உள்ளது எனக் காணலாம் . 
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நாலாம்படி ( Fourth stage ) : 
இச்சமன்பாட்டின் மூலங்களை 3 ல் குறைக்க 
3 1 

450 37500 

- 125000 


O 


3 


1359 


116577 


1 


453 


38859 


- 8423 


0 


3 


1368 


1 


456 


40227 


0 


3 


1 


459 


புதுச்சமன்பாடு , 

+459 +402270 – 3423 = 0 . இதன் ஒரு மிகை மூலம் 
2 க்கும் 3 க்குமிடையே உள்ளது . இதன் மூலங்களை 2 ல் 
குறைக்க , 


ஐந்தாம்படி ( Fifth stage ) : 
சமன்பாடு : - + 4590x + 40227008 – 8423000 = 0 


2 


1 


4590 


4022700 


S423000 


O 


2 


9114 


8063768 


1 


4592 


4031834 


- 359232 


0 


2 


9118 


1 


4594 


4041072 


O 


2 


1 


| 4596 
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இயற்கணிதம் 


புதுச் சமன்பாடு 

w + 4596 x + 4041072 x 


359232 = 0 


மூலம் இரண்டு தசம இடத்திற்குச் சுத்தமாக வேண்டு 
மாகையால் , மூலம் 1.532 ஆகிறது . ரண்டு தசம இடச் 
சுத்தமாக , மூலம் 1.53 . 


6.6 நியூட்டன் முறை : 
f ( a + h ) ஐ ன் அடுக்குகளாக எழுதமுடியும் . 


if ( a + h ) = / ( a ) + / I ( a ) + * 


f ( a ) + .... 


. 


f ( x ) = ( ) என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு மூலம் ( a + h ) ) ஆக 
இருக்கட்டும் . 


f ( a + h ) = 0 


.. 


f ( a ) + is f ( a ) = (0) 


h | 


f ( a ) 
f ( a ) 


( தோராயமாக ) 


- 


- 


- 


மாதிரி . 

20 T () என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு மூலத்தை 
2 தசம இடத்திற்குச் சுத்தமாகக் கண்டுபிடிக்கவும் , 

f ( x ) x 2x - 5 


f ( 2 ) 


- 


- 1 


- 


f ( 3 ) 16 
2 க்கும் 3 க்கு மிடையே ஒரு மூலம் அமைகிறது . 
மூலம் = 2 + h ஆக விருக்கட்டும் . 


h . 


f ( 2 ) 
f ( 2 ) 


- 1 
10 


1 
10 ) 


-- 


그 


= - 10 


சமன் பாட்டின் ஒரு மூலம் 


= 2.10 
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பயிற்சி 9 


1. 1 க்கும் 2 க்கும் இடையேயுள்ள ? " + 28 - : 5 = ( ) ன் 
சமன்பாட்டின் மூலத்தை 2 தசம இடத்திற்குச் சுத்தமாகக் 
காண்க . 


2. - 33 - 4 = () என்ற சமன்பாட்டில் 1 க்கும் 2 க்கும் 
இடையேயுள்ள மூலத்தை 3 தசம இடச் சுத்தமாகக் காண்க . 


- 


3. 202 30 - 4 0 என்ற சமன்பாட்டில் 1 க்கும் 
2 க்கு மிடையேயுள்ள மூலத்தை தசம டச் சுத்தமாகக் 
கணக்கிடவும் . 


4. நியூட்டன் முறையில் 2 : " 3x 4 = 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் ஒரு மிகை 

ஒரு மிகை மூலத்தை 2 தசம இடச் சுத்தமாகக் 
கணக்கிடவும் . 


5. நியூட்டன் முறையில் x " 50 11 = 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் ஒரு மிகை மூலத்தை 2 தசம இடத்திற்குச் சுத்தமாகக் 
கணக்கிடவும் . 


7. சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் 

( Solutions of Equations ) 


7.1 இந்தப் பகுதியில் x , y , 2 களை ஈடுபடுத்திய ஒருங் 
கமைச் சமன்பாடுகளை ( Simultaneous Equations in three 
unknowns ) ஆராய்வோம் : 


மாதிரி 1 . 

தீர்க்கவும் : 


= 


* 


32 + y + -22 
xy + yz + 2 

x + y + 22 


14 .......... 
11 .......... 

9 .......... 


( i ) 
( ii ) 
( iii ) 


( ii ) ஐ 2 ஆல் பெருக்கி ( i ) உடன் கூட்டுக . 

+ y + z + 2 ( wy + y + 20 ) 36 

( x + y + z ) 36 


x + y + 2 


+ 6 அல்லது - 6 . 


( iii ) 


x + y + 2 = 9 


2 = 3 


.. 


x + y 


3 


3 + y = 5 


இவ்விரண்டையும் தீர்க்க 


1 அல்லது 2 


y = 2 அல்லது 1 


சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் 
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ஆகவே 


0 


1 அல்லது x 


2 


2 


g 


- 


- 1 


3 


2 


3 


-- 


அதேமாதிரி , x + y + 2 = 6 எடுத்துக் கொண்டால் , 
2 = 15 வரும் . ஆனால் , y மதிப்புகள் கற்பனை எண்களா 
கின்றன என்பது குறிப்பிடத்தக்கது . 


மாதிரி 2 . 


xy + x + y = 23 

23 ........ 
x2 + x + 2 41 


( i ) 
( ii ) 
( iii ) . 


yz + y + 2 = 27 


( i ) , ( iii ) , ( iii ) மாற்று முறையில் எழுத 

( x + 1 ) ( y + 1 ) 24 ......... ( iv ) 
( w + 1 ) ( 2 + 1 ) 42 ) 

( v ) 
( 9 + 1 ) ( 2 + 1 ) 28 ..... ( vi ) . 


( iv ) , ( v ) , ( vi ) மூன்றையும் பெருக்க 

[ ( x + 1 ) ( y + 1 ) ( 2 + 1 } ] = 28224 

( x + 1 ) ( y + 1 ) ( z + 1 ) = 168 


. 


x + 1 = 6 


0 


5 


y + 1 


.. 


y 


3 


2 + 1 


7 


-- 


6 


.. 


( x + 1 ) ( y + 1 ) ( 2 + 1 ) - 


168 என்று எடுத்துக் கொண்டால் , 
- 7 


y 


- 5 


2 = 


- 8 


பயிற்சி 10 


தீர்க்கவும் : 

1 . 


yz 

42 
20 = 

22 


39 
3w 


2xy 


2x + y 
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இயற்கணிதம் 


2 
. 


y 


a 


yz = 


b2 


2x = c 


3 
. 


( x + 3 ) ( y + 5 ) 


24 


( y + 5 ) ( c + 7 ) 


48 


( z + 7 ) ( x + 3 ) 


32 


4 . 


ay + 3 ( x + y ) = 1 
yz +3 ( y + z ) 21 
2x + 3 ( x + x ) = 15 


5 . 


ay = 


x + y + 5 


y2 


y + 2 + 11 


20 = 


z + x + 7 


6 . 


( y + z ) ( x + y + z ) 


1 


3 


( 2+ c ) ( x + y + 2 ) 
( x + y ) ( + 3 + 2 ) 


4 


7 
. 


0 = 


2 = 


bx + ay , 

, 


cy + ba , y = az + cs , 
( x , y , z + 0 ) ஆனால் 


a + b + + 2abc 


1 


8 . 


xy + 3y + 5x 


9 


yz + 52 + 7y 


13 


2x + 7x + 32 


11 


8. நிகழ்தகவு 

( Probability ) 


8-1 ஒரு கன சதுரத்திற்கு 6 பக்கங்கள் உள்ளன . இந்த 
6 பக்கங்களையும் , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 என்ற எண்களால் குறிக்க 
லாம் . இந்த கன சதுரத்தை உருட்டி விட்டால் , குறிப்பிட்ட 
எண் மேல் சதுரத்தில் , 6 முறை உருட்டி விட்டால் ஒருமுறை 
வரலாம் . மொத்த எண்கள் . ஒரு குறிப்பிட்ட எண் நிகழ 
( மேல் சதுரத்தில் வர ) விரும்புகிறோம் . ஆகவே நிகழ் 

1 
தகவு 

6 


ஒரு முறை நிகழும் . 5 முறை நிகழாது . 


ஃ .. 


1 
ஒரு குறிப்பிட்ட எண் வரும் நிகழ்தகவு = 

1 + 5 


குறிப்பிட்ட எண் வராததின் நிகழ்தகவு 


5 
+ 5 


1 


ஆகவே , ஒரு நிகழ்ச்சி m வெவ்வேறு தடவைகளில் 
நிகழ்ந்தும் , 1. வெவ்வேறு தடவைகளில் நிகழாமலுமிருந்து , 


m 


அந்த நிகழ்ச்சி ஏற்படும் நிகழ்தகவு = 

in + n 


71 


அந்த நிகழ்ச்சி ஏற்படாததின் நிகழ்தகவு 


172 + m 


8 


இயற்கணிதம் . 


$ 1.2 குறிப்பு : குறிப்பிட்ட நிகழ்ச்சி ஏற்படும் நிகழ் 


தகவு - நிகழ்ச்சி ஏற்படாததன் நிகழ்தகவு 


17 

7 

+ 
m + 7 27 +1 


m + 13 
m + 11 


1 


எனக் கவனிக்கவும் . 


மாதிரி 1 . 

6 பச்சை , 4 வெள்ளை , 5 சிகப்புப் பந்துகளில் , ஒரு 
பச்சைப் பந்தைப் பொருக்கினால் நீகழ்தகவு என்ன ? 

6 பச்சைப் பந்துகள் உள்ளன . ஒரு பச்சைப் பந்தை 6 
முறைகளில் பொருக்கலாம் . 


ஒரு பச்சைப் பந்தைப் பொருக்க நிகழ்தகவு 


6 
6 + 4 + 5 . 


6 
15 


வ 


|| 


மாதிரி 2 . 

இரண்டு பகடைகள் ( dice ) எறியப்பட்டன . அவைகளால் 
குறிக்கப்பட்ட எண்களின் கூடுதல் 7 வருகிற மாதிரி இருப் 
பதற்கு நிகழ்தகவு என்ன ? 


பகடை ஒரு கன சதுரம் , அதற்கு 6 பக்கங்கள் உள்ளன . 
அவற்றில் 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 எண்கள் குறிக்கப்படும் . இரண்டு 
பகடைகள் எறியப்பட்டன . 7 வரவேண்டுமானால் 1 , 6 ; 2 , 5; 
3 , 4 ; 4 , 3 ; 5 , 2 ; 6 , 1 இந்த முறையில் எண்கள் அமைய . 
வேண்டும் . இந்த நிகழ்ச்சி 6 முறைகளில் ஏற்படலாம் . 


ஆனால் இரு பகடைகளை எறியும் வகையில் 
ஏற்படும் பல வகைகள் 


ல் } 6 x 6 


36 


நிகழ்தகவு 


6 
36 


1 


6 


நிகழ்தகவு 
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பயிற்சி 11 


1. ஒரு பையில் 6 சிகப்பு , 4 பச்சைப் பந்துகள் உள்ளன . 
ஒரு சிகப்புப் பந்தைப் பொருக்குவதில் ஏற்படும் நிகழ்தகவு 
என்ன ? 


2. இரண்டு பகடைகள் எறியப்படுகின்றன . 

அவைகள் 
மேல்காணும் எண்களின் கூடுதல் 6 ஆக விருக்கையில் , 
ஏற்படும் நிகழ்தகவு என்ன ? 


3. ஒரு சீட்டுக் கட்டில் ஒரு அரசன் படத்தைப் பொருக்கு 
கையில் ஏற்படும் நிகழ்தகவு என்ன ? 

8-2 . கூட்டுத் தேற்றம் ( Addition Theorem ) : 

வரையறை : இரண்டு நிகழ்ச்சிகள் ஒன்றை ஒன்று விலக் 
குத்தன்மை பெற்ற நிகழ்ச்சிகள் ( Mutually Exclusive ) என்றால் , 
ஒரு சமயத்தில் ஒரு நிகழ்ச்சி ஏற்படும் பொழுது அதேசமயத் 
தில் மற்றொரு நிகழ்ச்சி ஏற்பட முடியாது . எடுத்துக்காட்டாக 
ஒரு பையில் சில பச்சைப் பந்துகளும் , சிவப்புப் பந்துகளும் 
உள்ளன . ஒரு பந்து 

எடுக்கப்பட்டால் , அது பச்சைப் 
பந்தாகவோ அல்லது சிவப்புப் பந்தாக வோதான் இருக்க 
முடியும் . பொருக்கியது பச்சைப் பந்தாக விருந்தால் , 
சிவப்புப் பந்தாக இருக்க முடியாது . இவ்விரு நிகழ்ச்சிகளும் 
ஒன்றை ஒன்று விலக்குத் தன்மை பெற்ற நிகழ்ச்சிகள் 
எனச்சொல்வோம் . 

கூட்டு விதி : p என்பது ஒரு நிகழ்ச்சியின் நிகழ்தகவு 
என்றால் ( என்பது , ஒன்றை ஒன்று விலக்குத் தன்மையைப் 
பெற்ற மற்றொரு நிகழ்ச்சியின் நிகழ்தகவு ஆனால் , இவ்விரண் 
டில் ஒன்று ஏற்படுமானால் , அவ்விரண்டில் ஒன்றுக்குக் 
கிடைக்கும் நிகழ்தகவு = p + g . 

தேற்றம் : ஒன்றை ஒன்று விலக்குத் தன்மையைப் பெற்ற 
பல நிகழ்ச்சிகளில் , ஒன்றோ அல்லது மற்றொன்றோ ஏற்படக் 
கூடிய 

நிகழ்தகவு , அவைகளின் நிகழ்தகவுகளின் கூடுத 
லுக்குச் சமம் . 

தெரிப்பு : ஒன்றை ஒன்று விலக்குத் தன்மையையும் 
சமவாய்ப்புகளையும் பெற்ற நிகழ்ச்சிகளின் மொத்த எண்ணிக் 
கை N ஆக விருக்கட்டும் . A , A , ......... A ) என்ற நிகழ்ச்சிகள் , 
m ; m , m ,, என்ற சாதகமான வாய்ப்புகளைப் பெறட்டும் . 
A , ன் நிகழ்வுத்தகவு N . அதேமாதிரி A. ... A4 ன் நிகழ் 


m 


இ . 1-6 
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இயற்கணிதம் 


தகவுகள் , நிகழ்ச்சிகள் ஒன்றை ஒன்று விலக்குந் தன்மை 
யைப்பெற்று சமவாய்ப்புகளை உடையதாகவுமிருப்பதால் , 
ஒன்றோ அல்லது மற்றொன்றோ ஏற்படக் கூடியதன் 


m . 


N 


நிகழ்தகவு 


1 my 

+ 
N 

N 


+ ..... + 


N 


m , --- m , + .... + m , 

N 


நிகழ்தகவுகளின் கூடுதல் . 


மாதிரி . 


ஒரு பையில் 5 பச்சை , 6 சிகப்பு , 13 வெள்ளைப்பந்துகள் 
உள்ளன . ஒரு பச்சையோ அல்லது வெள்ளைப் பந்தோ 
பொருக்குகையில் ஏற்படும் நிகழ்தகவு என்ன ? 


பச்சைப்பந்து பொருக் குகையில் ) 
ஏற்படும் நிகழ்தகவு 


கையில் ) 


5 
5+ 6 + 13 


5 


24 


வெள்ளைப்பந்து பொருக்குகையில் 
ஏற்படும் நிகழ்தகவு 


குகையில் } 


13 
5 + 6 + 13 


13 
24 


5 


ஒரு பச்சை அல்லது வெள்ளைப் பந்து ) 
பொருக்குகையில் ஏற்படும் நிகழ்தகவு 


= 


+ 


13 
24 


24 


3 


18 
24 


== 


4 


83. பெருக்கல் தேற்றம் ( Multiplication Theorem ) : 
ஒரு நிகழ்ச்சி ஏற்படும் பொழுது மற்றொரு நிகழ்ச்சி ஏற்படு 
வதற்கு விலக்கில்லாமல் இருந்தால் , அவ்விரு நிகழ்ச்சிகளையும் 
தனித் தன்மை ( independent ) பெற்றவை எனச் சொல்வோம் . 
தனித் தன்மை பெற்ற இரு நிகழ்ச்சிகளின் நிகழ்தகவுகள் ற , ( 
முறையே ஆயின் , அவ்விரு நிகழ்ச்சிகளும் ஒரே சமயத்தில் 
ஏற்படுவதாயின் , நிகழ்தகவு pg ., 


நிகழ்தகவு 
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பெருக்கல் தேற்றம் : தனித்தன்மை பெற்ற இரு நிகழ்ச்சி 
களின் நிகழ்தகவுகள் முறையே p . p . ஆகில் , ஒரே 
வாய்ப்பில் இரு நிகழ்ச்சிகளும் ஏற்படுவதின் நிகழ்தகவு 
P ) , ஆகும் . 


தெரிப்பு : சம வாய்ப்புப் பெற்ற நிகழ்வுகளின் மொத்த 
எண்ணிக்கை N ஆகவிருக்கட்டும் . முதல் நிகழ்ச்சி ஏற்படுவ 
தின் நிகழ்தகவு 1 ஆகவிருக்கட்டும் . முதல் நிகழ்ச் சி 
ஏற்படும் நிகழ்வுகளின் எண்ணிக்கை P.V ஆகும் . இந்த 
PN நிகழ்வுகளில் , இரண்டாம் நிகழ்ச்சி ஏற்படும் நிகழ்வுகள் 
p , ( p.N ) . ஏனென்றால் இரண்டாம் நிகழ்ச்சி ஏற்படுவதன் 
நிகழ்தகவு P. ஆகவிருக்கிறது . 


ஆகையால் , இவ்விரண்டு நிகழ்ச்சிகளும் ) 
ஏற்படுவதன் நிகழ்தகவு 


" 
சிகளும் } - 2.2N 


N 


- 1 ) . X P. 


தனித்தன்மை பெற்ற 


குறிப்பு : இத்தேற்றத்தை 
நிகழ்ச்சிகளுக்குப் பொறுத்தலாம் . 


கூட்டு நிகழ்தகவுத் தேற்றம் ( Theorem on compound 
probability ) : 

A , B இரு நிகழ்ச்சிகள் ஒரே சமயத்தில் நிகழ்வதின் 
நிகழ்தகவு , A யின் நிகழ்தகவு பெருக்கல் A நிகழும் பொழுது 
B யின் நிபந்தனைக்குட்பட்ட நிகழ்தகவு ( additioral probability ) 
[ அல்லது B யின் நிகழ்தகவு X B நிகழும் பொழுது A யின் 
நிபந்தனைக்குட்பட்ட நிகழ்தகவு ) என்பதாகும் . 


தெரிப்பு : சமவாய்ப்புப் பெற்ற , ஒன்றை ஒன்று விலக்கும் 
தன்மையை யும் பெற்ற நிகழ்வுகளின் மொத்த எண்ணிக்கை 
N ஆகவிருக்கட்டும் . இந்நிகழ்வுகளில் A க்குச் சாதகமாக 
m நிகழ்வுகள் இருக்கட்டும் . A க்கும் B க்கும் சாதகமாக 
விருக்கக் கூடிய நிகழ்வுகள் , இந்த n நிகழ்வுகளில் கலந் 
துள்ளன . அவைகளின் எண்ணிக்கை 1 , ஆகவிருக்கட்டும் 
A யும் B யும் ஒரே சமயத்தில் ஏற்படுவதன் நிகழ்தகவு 


11. 


an 


17 


N 


1 


ZS 


என்ற விகிதம் , 


A யின் நிகழ்தகவு . A நிகழ்ந்ததாக 
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இயற்கணிதம் 


எடுத்துக்கொண்டு , 1 நிகழ்வுகளில் , m , , B க்குச் சாதகமாக 


m 
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இருப்பதைக் காண்கிறோம் . ஆகவே, 


B யின் நிபந்தனைக் 


ma 


குட்பட்ட நிகழ்தகவாகும் . 


ஒரே சமயத்தில் A யும் B யும் ஏற்படுவதன் நிகழ்தகவு 

A யின் நிகழ்தகவு X A நிகழும் பொழுது B யின் 
நிபந்தனைக்குட்பட்ட நிகழ்தகவாகும் . 


மாதிரி 1 


A , B என்ற இரண்டு பைகள் உள்ளன . A யில் 5 பச்சைப் 
பந்துகளும் , 2 வெள்ளைப் பந்துகளும் உள்ளன . B யில் 4 
பச்சைப் பந்துகளும் 3 வெள்ளைப் பந்துகளும் உள்ளன . 
ஏதாமொரு பையை எடுத்து , ஒரு பந்தைப் பொருக்குவோம் .. 
அது வெள்ளைப் பந்தாக அமைந்தால் நிகழ்தகவு என்ன ? 


இரண்டு பைகளில் ஒரு பையைப் பொருக்குகிறோம் .. 
நிகழ்தகவு 

} 


A பையை எடுத்துக்கொண்டால் , வெள்ளைப் பந்தைப் 

2 
பொருக்குகையில் நிகழ்தகவு 

7 

* இவ்விரண்டும் தனித் 
தன்மையைப்பெற்ற நிகழ்ச்சிகளாதலால் , வெள்ளைப் பந்தைப் 

1 2 1 
பையிலிருந்து பொருக்குகையில் நிகழ்தகவு = 

2 

7 


3 


X 


அதேமாதிரி B பையிலிருந்து பொருக்குகையில் ஏற்படும் . 

1 3 3 
நிகழ்தகவு 

2 7 14 


= 


X 


இருபைகளிலிருந்தும் பொருக்கும் நிகழ்ச்சிகள் ஒன்றை 
ஒன்றும் விலக்கும் தன்மையைப் பெற்றவை . 


மொத்த நிகழ்தகவு 


+ 


1 
7 


3 
+ 

14 


5 
14 


நிகழ்தகவு 
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மாதிரி 2 . 

ரண்டு பைகள் உள்ளன . ஒன்றில் 4 சிவப்பு , 6 பச் 
சைப் பந்துகளும் , மற்றொன்றில் 5 சிவப்பு , 4 பச்சைப் பந்து 
களும் உள்ளன . ஏதாமொரு பையிலிருந்து ஒரு பந்தைப் 
பொருக்குகிறோம் . அப்பந்து பச்சைப் பந்தாகில் , நிகழ்தகவு 
என்ன ? 


முதற் பையைப் பொருக்குகையில் நிகழ்தகவு 


1 
2 


அப்பையில் பச்சைப் பந்து பொருக்குகை 
யில் நிகழ்தகவு 


க } 


6 
10 


1 


நிகழ்தகவு - 


6 
X 

10 


3 
10 


இரண்டாம் பையைப் பொருக்குகையில் ) 
நிகழ்தகவு 


} - 


சில் 
அங்கு பச்சைப் பந்து பொருக்குகையில் } 


4 


1 


4 


2 


நிகழ்தகவு 


-- 


X 


ஏதாமொரு பையிலிருந்து பொருக்குகை 
யில் நிகழ்தகவு 


கை } 


3 ) 

+ 
10 


2 
9 


47 


= 
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84 கூட்டு நிகழ்ச்சித் தேற்றம் ( Compound Events 
Theorem ) : 

p என்பது ஒரு நிகழ்ச்சி ஏற்படுவதின் நிகழ்தகவு என்றும் , 
( அந்நிகழ்ச்சி நடக்காதிருப்பதின் நிகழ்தகவு என்றும் கொண் 
டால் , அந்நிகழ்ச்சி , 11. முயற்சிகளில் 7 தடவைகள் நடப்பதாக 
விருந்தால் , நிகழ்தகவு nCr - P " .g - 7 ஆகும் . 


மாதிரி 1 . 


4 காசுகளைச் சுண்டிவிட்டால் , 2 தலைப்பக்கங்களும் , 2 பூப் 
பக்கங்களும் வரக்கூடிய வாய்ப்பு என்ன ? 
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இயற்கணிதம் 


ஒரு காசுக்கு 2 பக்கங்கள் உண்டு . ஒரு சுண்டிவிடலில் 
தலைப் பக்கம் பெறுவதின் நிகழ்தகவு ; பூப்பக்கம் பெறு 
வதின் நிகழ்தகவு = 3. எங்களுக்கு 2 தலைப்பக்கங்களும் , 2 பூப் 
பக்கங்களும் தேவை . நிகழ்தகவு ( 1 ) . (1 ) . ஆனால் 2 காசு 
களில் தலைப்பக்கங்களைப் பெறலாம் . 2 காசுகளை 4C , வழி 
களில் பொருக்கலாம் . ஒவ்வொரு வழியும் , ஒன்றுக்கொன்று 
விலக்கப்பட்ட தன்மையைப் பெற்றிருப்பதால் 


2 


நிகழ்தகவு 


4C , 


( 2 ) (3 ) 
HHH 


2 


1 


1 


3 


= 6X 


-- 


X 


= 


4 


4 


8 


மாதிரி 2 . 


மூன்று பகடைகளை எறிவதில் 15 பெறக்கூடிய வாய்ப் 
புக்கள் என்ன என்று கண்டு பிடிக்கவும் . 


ஒவ்வொரு பகடையும் 6 பக்கங்களை உடையன . ஆகவே 
அவைகள் 6x6X 6 முறைகளில் எறியப்படும் . 


பகடைகளின் பக்கங்களில் 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 குறிக்கப்பட் 
டிருக்கும் . மூன்று பக்கங்களில் காணும் எண்களின் கூடுதல் 
15 ஆக வேண்டும் ( ஒரே எண் இரண்டு தடவைகளும் , 
3 தடவையிலும் வரலாம் ) . இந்த விடை ( + + ...... + ) ல் 
15 ன் கெழுக்குச் சமமாகும் . 


20 


( 1 ) 


ல் 315 ன் கெழு 


= x ( 1 - 06)" (1 - 3 ) 

-ல் 5 ன் கெழு 
( 1 - 32 + 3012 – x s ) 


1+ 


3 
1 ! 


X + 


3 . 4 
2 ! 


? + 


3 . 4 . 5 

3 ! 


x + ... 


- ) 


ஃ நிகழ் தகவு 


10 
63 


10 
216 


5 
108 
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நிகழ்தகவு 


பயிற்சி 12 


1 . ஒரு பையில் 5 சிவப்பு , வெள்ளை , 7 பச்சைப் பந்து 
கள் உள்ளன . ஒரு பந்தை வெளியில் எடுக்கிறோம் . அப் 
பந்து பச்சையோ அல்லது வெள்ளையோ ஆக விருக்க , நிகழ் 
தகவு என்ன ? 


2. இரண்டு பகடைகளை எறிவதில் 3 அல்லது 4 கிடைப்ப 
தற்கு நிகழ் தகவு என்ன ? 


3. ஒரு பகடை இரண்டு முறை எறியப்பட்டது . முதல் 
தடவை 

எறிவதில் 4 க்கு அதிகமில்லாமலும் இரண்டாம் 
தடவை எறிவதில் 5 க்கு அதிகமில்லாமலும் இருந்தால் நிகழ் 
தகவு என்ன ? 


4. 5 காசுகள் 

சுண்டிவிடப்படுகின்றன . 3 தலைகள் 
பெறுவதற்கு நிகழ் தகவு என்ன ? 


5. 5 காசுகள் சுண்டி விடப்படுகின்றன . ( i ) 5 தலைகள் 
பெற்றால் , ( ii ) தலைகளே பெறாமல் இருந்தால் . ( iii ) குறைந்த 
பட்சம் 3 தலைகள் பெற்றால் நிகழ் தகவு என்ன ? 


6. இரண்டு பகடைகளை எறிவதில் 10 கிடைக்கக் கூடிய 
வாய்ப்புகள் எவ்வளவு ? 


7 . ஆண் மகவின் பிறப்பின் நிகழ் தகவு 1 ஆனால் , ஒரு 
பெண்ணுக்கு மூன்று குழந்தைகள் பிறந்ததில் ( 1 ) எல்லாரும் 
ஆண்மக்களாக விருந்தால் , ( ii ) இரண்டு ஆண் மக்களும் , ஒரு 
பெண்மகவுமாக இருந்தால் நிகழ் தகவு என்ன ? 


8 . ஒரு கூட்டத்தில் 20 பேர்கள் உள்ளனர் . அவர்களுள் 
5 பேர் பட்டதாரிகள் . இந்த 20 பேர்களுள் , 3 பேர்களைத் 
தேர்ந்தெடுத்தால் , 


( i ) ஒருவராவது பட்டதாரியாக இருந்தால் நிகழ் தகவு 
என்ன ? 


( ii ) எல்லாருமே பட்டதாரிகளாக இருந்தால் நிகழ் 
தகவு என்ன ? 


9. குலுக்கப்பட்ட சீட்டுக்கட்டில் முதல் நாலு சீட்டுகளும் 
அரசன் படத்தை உடையதாக விருந்தால் நிகழ் தகவு என்ன ? 
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10. 3 பகடைகளை ஒரு முறை எறிந்து எண்களின் கூட்டுத் 
தொகை 10 ஆனால் , நிகழ் தகவு என்ன ? 


11 . ஒரு பையில் 4 சிவப்புப் பந்துகளும் , 3 நீலப் பந்து 
களும் உள்ளன . 2 பந்துகளை 2 தடவைகளில் எடுக்கிறார் 
கள் . முதல் தடவை எடுக்கும் பொழுது இரண்டு பந்து 
களும் சிவப்பாகவும் , இரண்டாம் தடவை எடுக்கும் பொழுது 
இரண்டு பந்துகளும் நீலமாகவும் கீழ்க்கண்ட சந்தர்ப்பங் 
களில் இருப்பதற்கு வாய்ப்புகள் ( chance ) என்ன ? 


( a ) முதல் எடுப்பிற்குப் பிறகு பந்துகளைப் பையில் 
திருப்பிப் போட்டுவிடுகிறார்கள் . 


( 6 ) முதல் 

தடவை எடுத்த பந்துகளைத் திருப்பிப் 
பையில் போடுவதில்லை . 


12. ஒரு பையில் 3 வெள்ளைப் பந்துகளும் , 2 கருப்புப் 
பந்துகளும் உள்ளன . மற்றொரு பையில் 5 வெள்ளைப் பந்து 
களும் , 3 கருப்புப் பந்துகளும் உள்ளன . ஏதாமொரு பையை 
எடுத்து , அதிலிருந்து ஒரு வெள்ளைப் பந்தைப் பொருக்கும் 
வாய்ப்புகள் என்ன ? 


13 . ஒரு பையில் 10 வெள்ளைப் பந்துகளும் , 3 கருப்புப் 
பந்துகளும் உள்ளன . மற்றொன்றில் 3 வெள்ளைப் பந்துகளும் , 
5 கருப்புப் பந்துகளும் உள்ளன . முதல் பையிலிருந்து 
இரண்டு பந்துகளை மற்றொரு பைக்கு மாற்றி விடுகிறார்கள் . 
பிறகு இரண்டாம் பையிலிருந்து ஒரு பந்தை வெளியே 
எடுத்து விடுகிறார்கள் . அப்பந்து வெள்ளைப் பந்தாக விருப்ப 
தற்கு வாய்ப்புகள் என்ன ? 


6 வரை 


பகடை 


14. 1 முதல் 

எண்கள் குறிக்கப்பட்டுள்ள 
4 பகடைகள் எறியப்படுகின்றன . ஒரே வீச்சில் 
களின் மேலுள்ள எண்களின் கூட்டுத்தொகை 12 ஆவதானால் 
நிகழ்வுத் தகவு என்ன ? 


விடைகள் 


பயிற்சி 1 


13 


1 . 


3 
2 ( x - 1 ) 


7 

+ 
2 


- 


2 ( 


3 ) 


1 


1 


2 . 


1 
+ 
2 ) 2 ( x + 2 ) 


2 ( w 


x + 1 


13 


10 


3 . 


2 


X 


1 


4 . 


1 

1 

+ 
1+ 3x 1+ 20 


5 . 


1 1 

1 
+ 

+ 
30 1 + 23 

1+ x 


1 


3 


6 . 


3 

2 


2 
( w - 1 ) 





1 


7 . 


1 

1 

+ 
8 ( 1 + x ) 8 ( 1 - w ) 


3(1 + x) 


+ 


1 

1 

+ 
4 ( 1 + c ) ? 2 ( 1 + x ) 


8 . 


1 
2 


++ 3 - 3 + 2) 
2. ) 

2 ( x + 1) + 2 ( x + 1) 
13 [ 5 2 ) 


-- 


10 . 


6 30 

+ 
23 1 + x2 


90 


இயற்கணிதம் 


11 . 


20 + 1 
2 + x + 1 


+ 


W - 2 

x + 1 


x ? 


1 


12. 1 - 


1 
+ 

( x + 1 ) 


x + 1 


1 


13 . 


15 41 

+ 
16 16.4 


135 
+ 
1 16 ( 4x 


]) + 16 (40 


25 

- 1 ) 


3 


7 


14 . 


+ 


1 
1 ) 


5 
+ 

( x 


- 


1 


( x 


( x 


- 1 ) 


பயிற்சி 2 


1.3.5 ... 


1 . 


( i ) ( - 1 ) " . 


( 2m - 1 ) 
m ! . 21 


292 


1.3 . 5 ..... (20 - 1 ) 


( ii ) 


( 20 ) " 


. 


10 ! 


3.1 . 5. 9 ... ( 4120 


( iii ) ( - 1 ) n . 


7 ( 6 )" 


n ! 


1.3.5 ... ( 20 - 1 ) 


( iv ) 


12 


72 ! 


2 
. 


{ m + 1 ) . ( 212 + 3m + 2 ) 

2 


4 . 


a = 


- :: ( * ) [ ++ ( - 2 ) " ] 


1 


6. 31. 8 , 1+ 


2 [ 2n +1 + ( - ] ) " 31+ ] 


m = 1 


3 


9. 1 - 20 + 


21 + 1 


1 


2 


2 


10 . 


25 ( 


+ 
1 ) 5 ( 


1 ) 25 (2x + 3) 


2 ( n + 1 ) 

5 


1 
25 


2 
75 


-- 


) 


3 


விடைகள் 


91 


பயிற்சி 3 


1. 202 2. V3 3. 14 4. 1 6. V8/ 27 V8 - 1 


8. 22/3 - 1 9. 03 


410 


10 . 


1 

[ 4113 - 1 ] 11 . 


[ (z ) " - ] 


பயிற்சி 4 


1. 1.98998 2. 9.993 3. 5 • 01329 4. 4-021 5. 1.2599 


6. 0.100005 


7. 1-0027 


8. 0-059999 


9. 0.02000 


10. 1 


23 
6 


பயிற்சி 5 


1 + 7 


312 


2. { - 1)".( 


3. ( 


( - 1 ) " . (" * ") 


20 ! 


e ( 1 - 1 ) 


4 . 


{ - 1 ) n - 31 

e : . 1 ! 


5 . 


9 . 


29 
10 ! 


72. ! 


பயிற்சி 6 


1 ) 


1. e ( e 


3 
. 


3e 
2 


4 . 


17e 
61 


5 . 


5e -1 6 . 


27e 
4 


7. 15e 


4 


8. 3e 


9. He - 4 


10. 23e " - 2 11.5e - 1 18.2e - 5 . 


1 


19. 28 


7 
2 


-வ 


20 . 


e - 2 21 . 


- 


22. 48 - 5 . 


2e 


பயிற்சி 7 ( 6 ) 


1. 2 lag 2-1 


5 . 


( i ) 


1 [" " + log (t = ") ] 


92 


இயற்கணிதம் 


( 11 ) ( ) 


15-2 
2+ 


T + 5x - 10 
log ( 1 - x ) + 

4x ( x - 1 ) 


4 
( iii ) 

( 2 + 3 + 6x ) - 3 log ( 1 - x ) 
( 1 - ) 9e 
( iv ) 1 - log 2 
T ? 1 

3 
( v ) ( 1 - 2 ) 2 

log ( 1 - x ) - 


6. ( i ) 2 ; ( ii ) 0 ; ( iii ) 


) ( - 


. 


( iv ) 


3 
2 


10 


பயிற்சி 8 


5. x = 4 ; y = 2 ; 2 = 3 


6. W = y = 2 = 1 


7 . 


g 


d ( c - d ) ( d - b ) 
{c- a ) ( a - 6 ) 
d (d - c ) ( a - d ) 
( b - c ) (a - b ) 
d (d - a ) ( b - d ) 
( b - c ) ( c - a ) 


பயிற்சி 9 


1 . 


1.32 2. 2.19 3. 3-28 4. 2.19 5. - 2.99 


பயிற்சி 10 


w = 1 ; y = 2 ; 2 = 3 


2 . 


- 


3 . 


Co ab 

bc 
x = + 5 y = + , 2 = + 

C 
x = 1 அல்லது 7 ; y = 1 அல்லது --11 ; 

2 = 1 அல்லது - 15 


- 


93 . 


விடைகள் 


4. x = 1 ; y = 2 ; 2 = 3 ; x = - 7 ; y = - 8 ; z = - 9 


5 . 


x = 3 ; y = 4 ; z = 5 ; x = 


1 ; y = - 2 ; 2 = - 3 


6 . 


x = +3 ; y = +1 ; 2 = 

2 = ) 


8. = 

x = y = z = 1 ; x = - 7 ; y = - 11 ; z = - 15 . 


பயிற்சி 11 


5 


1 . 


3 
5 


2 . 


3 
. 


3 
13 


36 


பயிற்சி 12 


13 
18 


5 
36 


2 . 


1 . 


3 
. 


2 
3 


5 
9 


4 . 


5 
16 


1 
32 


; 


5 . 


1 
32 


1 
2 


: 


6 . 


1 
12 


7 . 


1 3 
818 


8 . 


137 1 

: 
228114 


9 . 


4 3 2 1 
52.51 50 49 


வகைநுண் கணிதம் 


1 . 


சார்புகள் 


மாறா 


1.1 . மாறா இராசிகளும் , மாறு இராசிகளும் ( Constants 
and variables ) : மாறாத் தன்மையுள்ள இராசிகள் 
இராசிகள் என்று குறிக்கப்படும் . உதாரணமாக ஒரு முக் 
கோணத்தின் மூன்று கோணங்களின் 

கூட்டளவு , ஒரு 
வட்டத்தில் வட்டப்பரிதிக்கும் ஆரத்திற்குமுள்ள விகிதம் 
முதலியன மாறா இராசிகள் எனப்படுவன . ஓடிக்கொண் 
டிருக்கும் காரின் வேகம் , மேல் நோக்கி எறியப்படும் ஒரு 
கல்லின் உயரம் இவை யாவும் மாறும் தன்மையை 
யவை . இவைகளை 

இவைகளை மாறு இராசிகள் எனச் சொல்லலாம் . 
மாறா எண்கள் ( , b , ( . R முதலிய எழுத்துக்களாலும் , 
மாறும் எண்கள் x , y , z u , , , என்ற எழுத்துக் 
களாலும் குறிப்பிடப்படுகின்றன . 


உடை . 


1.2 . சார்புகள் ( Functions ) : மாறும் இராசிகளில் ஒன்று 
மற்றொன்றைத் தழுவி அமைந்தால் , அவ்விரண்டிற்கு முள்ள 
தொடர்பை சார்பு எனச் சொல்வோம் . ஒரு நீண்ட சதுரத் 
தின் பரப்பளவு , அஃதின் நீளத்தையும் அகலத்தையும் 
பொறுத்தது . பரப்பளவு , நீளம் அகலம் இவற்றின் சார்பு 
ஆகும் . பரப்பளவு , நீள அகலங்களின் மதிப்பைப் பொருத்த 
தாகும் . பரப்பளவை சார்புடை மாறி எனவும் ( Dependent 
variable ) , நீள அகலங்களை சார்பில் மாறிகள் (Independent 
variables ) எனவும் வழங்குவோம் . இம்மூன்று ம 

இம்மூன்று மாறிகளின் 
தொடர்பைக் காட்டும் சமன்பாட்டை சார்புத் தொடர்பு 
( Functional relation ) எனச் சொல்வோம் . 


பொதுவாக x , y என்ற இரு மாறிகள் இருப்பின் , உன் 
மதிப்பு : இன் மதிப்பைத் தழுவுவதாகவிருந்தால் , 13 f ( x ) 
என்ற குறியீடு , அவற்றுள் அமையும் சார்புத் தொடர்பைச் 
சமன்பாடு ரூபத்தில் விவரிப்பதாகும் . சார்புத் தொடர்புகள் 
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2 , 3 மாறிகளை உடைய உருவத்தைப் பெறாமல் , சில குறிப் 
பிட்ட உருவங்களையும் பெற்றதாகவும் இருக்கலாம் . எடுத்துபக் 
காட்டாக , ஒரு கோளத்தின் கன அளவு , அஃதின் ஆரத்துடன் 

4 

Tr " எனக் குறிப்பிடுவோம் . 

3 
இதுவும் ஒரு சார்புத் தொடர்பாகும் . 


-- 


13. சார்புகளில் பலவகை உண்டு : உதாரணமாக , 
f ( x ) = x-+ 3- - என்ற சார்பை எடுத்துக் கொள்வோம் . 3 - ன் 
ஒவ்வொரு அசல் மதிப்பிற்கும் ( real value ) , 1 க்கு அசல் 
மதிப்பு கிடைக்கும் . ! V1-3 என்ற சார்பில் , ன் மதிப்பு 
- 1 , +1 என்ற இவ்விரு மதிப்புகளுக்கிடையில் இருந்தால் 
நன் மதிப்பு அசல் மதிப்பாகும் . டன் மதிப்பு -1 , --1 என்ற 
எண்களுக்கிடையில் இல்லாமல் , வேறு எண்ணாக அமைந் 
தால் , ன் மதிப்பு கற்பனை என் ( iiintijnary ) ஆகும் . 


22 


g 


என்ற சார்பில் , க்கு இரண்டைத் தவிர மற்ற 


4 


மதிப்புகளைக் கொடுத்தால் க்கு அசல் மதிப்பு கிடைக்கும் . 
ஆனால் :: க்கு 2 என்ற மதிப்பைப் பிரதியிட்டால் , y = 
என்ற மதிப்பைப் பெறும் , இது வரம்பற்ற மதிப்பு ஆகும் . 
ஆகவே இரண்டைத் தவிர மற்ற எல்லாம் ன் மதிப்புகளுக்கும் 
இந்தச் சார்பில் ரன் மதிப்பு வரையறுக்கப்படும் . 


1.4 . ஒரு மதிப்பு டைய சார்புகளும் , பன் மதிப்புடைய 
சார்புகளும் ( Single and Many valusd Fuictiolis ) : ஒரு சார் 
பின் மதிப்புக்கு ஒப்ப , க்கு ஒரே மதிப்பு இருக்குமாகில் , 
அந்தச் சார்பு ஒரு மதிப்புடைய சார்பு என்று சொல்லப் 

+3 
படும் . உதாரணமாக , y 

3 sin ஒரு மதிப்புடைய 

5x + y 
சார்புகள் . 


ஒரு சார்பில் பான் ஒரு மதிப்புக்கு ஒப்ப 1 க்கு ஒன்றிற்கு 
மேலான மதிப்புகள் இருக்குமாகில் , அந்தச் சார்பை பன் 
மதிப்புள்ள சார்பு 

கூறலாம் . 

உதாரணமாக 
// " - fy + 111 = x என்ற சார்பில் , ன் ஒரு மதிப்புக்கு ஒப்ப , 
y க்கு மூன்று மதிப்புகள் இருப்பதைக் காணலாம் . 


என் 
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1-5 . வெளிப்படு சார்புகள் , உட்படு சார்புகள் ( Explicit 
and Implicit Functions ) : w , y என்ற மாறிகளின் சார்புத் 
தொடர்பு , y = f ( x ) என்ற உருவத்தில் அமையப்பெற்று , 
-க்கு ஈடாக எந்த மதிப்பைக் கொடுத்தாலும் , மூன் மதிப்பை 
நேரடியாகக் காண முடிகிறதோ அச்சார்பை வெளிப்படு 
சார்பு என்கிறோம் . உதாரணமாக , y = 3 - 20 + 5 ; y = cos w 
வெளிப்படு சார்புகள் ஆவன . 


3 , 3 மாறிகளின் சார்புத் தொடர்பு F ( w , y ) 

(0) என்ற 
உருவத்தில் அமையப்பெற்று கன் மதிப்பைப் பிரதியிட்ட 
வுடன் , முன் மதிப்பை நேரடியாகப் பெறாமல் , இயல் முறை 
யைக்கையாண்டபின்னரே தன் மதிப்பு கிட்டினால் , அந்தச் 
சார்பை உட்படு சார்பு எனச் சொல்வோம் . உதாரணமாக , 

x + xy + y * = 5 ; x + y = ar 
முதலியன உட்படு சார்புகள் . 


1 6 . ஒற்றைச் சார்புகளும் , இரட்டைச் சார்புகளும் ( Odd 
and Even Functions ) : எந்த ஒரு சார்பில் க்குப் பதிலாக , 
- 0 ஐ பிரதியிட்டால் , சார்பின் மதிப்பில் குறிமாற்றம் ஏற்படு 
கிறதோ, அச்சார்பை ஒற்றைச் சார்பு எனச் சொல்வோம் . 
உதாரணமாக , y + 20 என்ற சார்பில் , க்குப் பதிலாக 
- 0 ஐ பிரதியிட்டால் y -- - 20 = - ( +20 ) என்றாகி , குறி 
மாற்றம் ன் மதிப்பில் ஏற்படுகிறது . இஃது ஒற்றைச்சார்பின் 
எடுத்துக் காட்டாகும் . y = sin x , y tan x , 1 } = x + 3 + 3 
முதலியன ஒற்றைச் சார்புகள் ஆகும் . 

பொதுவாக , 
f ( - x ) = = f ( ar ) ஆனால் f ( ar ) ஒற்றை ச் சார்பாகும் . - 


. 


எந்த ஒரு சார்பில் க்குப் பதிலாக , -- 2 ஐப் பிரதியிடும் 
பொழுது , சார்பின் மதிப்பில் குறிமாற்றம் ஏற்படுவதில்லையோ 
அச்சார்பை இரட்டைச் சார்பு எனச் சொல்லலாம் . உதா 
ரணமாக , y cos என்ற சார்பில் , க்குப் பதிலாக - 8 ஐச் 
செலுத்தினால் , g | cos ( - w ) cos e ஆகும் . முன் மதிப்பு 
மாறுவதில்லை . இது இரட்டைச் சார்பின் சிறந்த எடுத்துக் 
காட்டாகும் . y = x - 203 ; + y = a ; முதலியன இரட்டைச் 
சார்புகள் . பொதுவாக இரட்டைச் சார்பில் f ( - x ) = f ( w ) 
ஆகும் . 


= X 


17 . எதிர்மறைச் சார்புகள் ( Inverse Functions ) : y = f ( c ) 
என்ற சமன்பாட்டில் பூ , ன் சார்பாகக் கொடுக்கப்பட்டிருக் 
கிறது . இதனைத் தீர்த்து ஐ மூன் சார்பாக எழுதினால் அச் 
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x +1 


W 


சார்பு எதிர்மறைச் சார்பு ஆகும் . உதாரணமாக y 

1 
எனக் கொள்வோம் . இதனை விடுவித்து , என் 

ஈன் மதிப்பைப் 
பெற்றால் , x = ஆகிறது . இது எதிர்மறைச் சார்பின் 


y + 1 
3 - 1 


எடுத்துக் காட்டாகும் . மற்றொரு உதாரணமாக , y = sine 
என்றால் , x = sin - 1 y என்பதைக் கொள்ளலாம் . 


மாதிரி 1 . 

( 23 - 1 ) ( x - 3 ) என்றால் f ( 0 ) , f ( 1 ) , f ( 2 ) என்ப 
வற்றின் மதிப்பைக் காண்க . 


f ( x ) = ( 23 - 1 ) ( x - 3 ) 
f (0 ) = ( -1 ) ( - 3 ) = 3 
f ( 1 ) = ( +1 ) ( - 2 ) = - 2 


f ( 2 ) = ( 4-1 ) ( 2 - 3 ) 


- 3 


மாதிரி 2 . 


ax + b 


y 


எனின் , = f ( y ) என்று நிறுவுக . 


Co 


ax + b 


y 


CX - a 


9 ( cx - a ) 


ax + b 


(cy - a ) = b + ay 


ay + b 
cy - a 


f ( g ) 


பயிற்சி 13 


- 


1. f ( w ) 

32 5x2 + 6 4 எனின் f ( 1 ) , f ( 2 ) ; 
f ( - 1) . f ( - 2 ) என்பனவற்றின் மதிப்பினைக் காண்க . 


2. f ( x ) + w - 1 என்றால் f ( +1 ) - 3f ( s ) + 2f ( w - 1 ) ; 
என்பதைச் சுருக்கி எழுதுக . 
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. 


logy என்றால் , f ( abc ) = f ( a ) + f ( b ) + f ( c ) 


3. f ( w ) 
என்று நிரூபி . 


4. sinx , cos x , tan v , cosec x , secs , cot e , இவைகளில் 
ஒற்றைச் சார்புகளைக் குறிப்பிடுக . 


5. f ( A ) 


tan A என்றால் f ( A + B ) = 


f ( A ) + f ( B ) 
1 - f ( A ) . f ( B ) 


என்று நிறுவுக . 


2 
. 


எல்லைகள் 
(( Limits ) 


1+ 


+ + 


1 1 1 
2-1 + + 

+ ... என்ற பெருக்கத் தொடர் 
3 32 33 
( Geometric Progression ) எடுத்துக் கொண்டு , அத்தொடரின் 
முதல் 13 உறுப்புகளின் கூட்டுத் தொகையைக் கவனிப்போம் . 
கூட்டுத் தொகையை S என்று கொண்டால் 


3 


S 


3, ( 1 - 3 ) 


1 
2-1 


-1 


கூட்டுத் தொகைக்காக எடுத்துக் கொள்ளும் உறுப்புக்களின் 
எண்ணிக்கை ஏற ஏற , அதாவது 11.ன் மதிப்பு கூடக்கூட 
1 

ன் மதிப்பு குறைந்து கொண்டே வரும் . 11 ன் மதிப்பு 
2.31-1 


1 


எண்ணிலி ( infinity ) யை நெருங்கும் பொழுது , 3 

ன் 

3 
மதிப்பு சுன்னத்தை நெருங்கும் . S ன் மதிப்பு ஐ அணுகும் . 
S ன் எல்லை * 
என்று கூறலாம் . 


3 


2 


என்ற மாறிக்குக் கணக்கற்ற மதிப்புகள் தரமுடியும் . 
அந்த மதிப்புகள் நிலை எண்ணான ( ஐ நெருங்கினால் , க்கும் 
எக்கு முள்ள மதிப்பு வித்தியாசம் மிகக்குறைவாக அமையும் . 
மதிப்பு வித்தியாசத்தை | 3 ; - a ) என்று குறிப்பிடுவோம் . 
இஃதின் மதிப்பை மிகச் சிறிய மிகை எண்ணான E ஐ விடக் 
குறைவாக இருக்குமாறு 

செய்யலாம் . அப்பொழுது 
என்ற எல்லையை நெருங்குகின்றது அல்லது நோக்குகிறது. 


4 


9 
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என்றும் அதை x- > a என்றும் குறிப்பிடுவது வழக்கம் . 
Lt x = a என்றும் சொல்வார்கள் . 


2.2 . சார்பின் எல்லை ( Limit of a Function ) : ! ) f ( w ) 
என்ற சார்பை எடுத்துக் கொள்வோம் . a ஐ ன் மதிப்புகள் 
நெருங்கும் பொழுது , f ( x ) 1 என்ற எல்லையை நெருங்கட் 
டும் . இதனைப் பின் வருமாறு வரையறுக்கலாம் . 

E என்ற மிகை எண் , எவ்வளவு சிறியதாக இருப்பினும் 
அதற்குத் தகுந்தமாதிரி | x - a | < 8 ஆக இருக்கையில் , 
| f ( ar ) - 1 | < E என்ற கட்டுப்பாட்டுக்குக் கீழ்ப்படிந்து , 8 
மிகை எண் இருக்குமானால் , 1 என்ற எல்லையை f ( x ) நெருங் 
கும் எனச் சொல்லலாம் . இதனை Lt f ( x ) = 1 


என்று 


x2 


1 


குறிப்பிடுவது வழக்கம் . 


உதாரணமாக , 


Lt 
31 


10 


ஐக் 


1 


2 


1 


காண்போம் . ! 


= 


என்ற சார்பை எடுத்துக் கொள் 


2 


1 


வோம் , க்கு ஒன்றைத் தவிர எந்த மதிப்பு வேண்டு 
மானாலும் கொடுக்கலாம் . என் மதிப்புகள் ஒன்றை மேலிருந் 
தும் , கீழிருந்தும் நெருங்கும் பொழுது ன் மதிப்புகள் ‘ 2 
என்ற மதிப்பைச் சுற்றி வட்டமிடுகின்றன . ஆகவே , என் 
மதிப்புக்கும் ஒன்றிற்கும் வேற்றுமையை மிகச் சிறிதாக் 
கினால் பன் மதிப்புக்கும் 2 க்கு முள்ள வேற்றுமை சிறிதா 


1 


கிறது . ஆகவே 


Lt 


= 


2 . 


ஆனால் க்கு ஒன்று 


23 


x- > 1 


என்ற மதிப்பை ஈடாக்கினால் , நாம் முன் மதிப்பை 

O 

என்ற 
தேரப்பெறாதது (indeterminate ) ஆகக் காண்கிறோம் . 

முன் கூறிய முறையில் எல்லை காணுவது நடைமுறைக்கு 
ஒவ்வாது . பின் வரும் முறையைத்தான் கையாள வேண்டும் . 

1 
Lt 

1 --7 

பிரதியிடு 
1 
x - 1 

1 ( 1 + h ) ? 1 
வோம் . 

2 + 1 . 8 ஒன்றை நெருங் 
1 ( 1 + h ) 1 
கும் பொழுது , 1. சுன்னத்தை நெருங்கும் . 

1 
Lt 

Lt ( 2 + 1 ) 2 
x > 1 

7--0 


0 


- 


2 


- 
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2.3 . சார்புகளின் எல்லையைக் காணக் கையாளும் விதிகள் 
( Working Rule ) : 


காண 


( 1 ) x , 


w , ஐ 

a ஐ நெருங்கும் பொழுது எல்லையைக் 
வேண்டுமென்று வைத்துக் கொள்வோம் . w = a + h என்ற 
மதிப்பைப் பிரதியிடுவோம் . 


( 2 ) பின்னத்தின் மேல் , கீழ் பாகங்களை விரிவாக எழுதி , 
இரண்டிற்கும் பொதுவாகக் காணப்படும் சினை (factor ) இருப் 
பின் அதனை நீக்கவேண்டும் . 


( 3 ) நீக்கிய பிறகு , 1 க்குச் சுன்ன மதிப்பைப் போட 
வேண்டும் . 


( 4 ) எஞ்சியுள்ள மதிப்புத்தான் சார்பின் எல்லை என்று 
அறியவும் . 


1 


( 5 ) 


Lt 
- > 00 


f ( x ) காணவேண்டுமானால் முதலில் x = 


y 


என்பதைச் சார்பில் பிரதியிட வேண்டும் . சார்பு y 
மாறியை உடையதாக மாறும் . பின் துக்குச் சுன்ன மதிப்பு 
நெருங்கும் பொழுது எல்லையைக் காண வேண்டும் . 


2.4 . 


எல்லையைக் காணப் பயன்படும் சில தேற்றங்கள் . 


f ( x ) 


K ; 


Lt 
x- > a 


Lt 
8-4a 


( x ) = B எனக் 


கொள்வோம் . 


1 . 


Lt 
x- > க 


{ f ( x ) + ¢ ( x ) } = x + B 


2 . 


Lt 
> 


{ f ( ax ) = 4 ( x ) } = « * . B 


3 . 


Lt 
* - * 


f ( a ) 
( a ) 


* < s + 0 ) 


0 


4 . 


Lt f { ¢ ( w ) } = f ( B ) 


* - * - a 


எல்லைகள் 
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2.5 . இரண்டு அடிப்படை எல்லைத்தேற்றங்கள் ( Two 
fundamental theorems on limits ) : 


( i ) இயல் முறையில் நிறுவப்படும் எல்லை ( Algebraic 
limit ) : 1. ஒரு முழுஎண்ணாகவோ, பின்னமாகவோ அல்லது 
குறை எண்ணாகவோ இருப்பினும் 


a ? 


73 . art - 1 


Lt 
x- >ா 


--- 


தெரிப்பு : இடப்பக்கத்திலிருக்கும் கோவையில் 1 க்குப் 
பதில் ( a + h ) ஐ ஈடாக்குவோம் . 


72 


+ 


ant 


. 


art 


( a + h )" - a 

a + h- a 


x - a 


4 ) 
* [ + - + + (4) +- ) - 


11 


(ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றத்தில் , விகிதமுறு படிக்குக் 
கிடைக்கும் விரிப்பை ( Binomial theorem for a rational index ) 
உபயோகித்துக் கோவையில் மேற்பகுதி விரிக்கப் 
பெற்றுள்ளது என்பதைக் காணவும் . < 1 ஆகவிருப்ப 


தால் , ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றத்தால் விரிப்பு எழுதுவ 
தில் முரண்பாடில்லை .) 


x , a ஐ நெருங்கினால் , 1 > 0 . 


an 


- 


- 


Lt 

Lt [ nal - 1 + 1 யையும் அதன் படி 

> 0 
களையுமுடைய உறுப்புக்கள் ) . 


w 


= m .. 7t - 1 


( ii ) திரிகோண முறையில் நிறுவப்படும் எல்லை ( Trigo 
nometric Limit ) : 


sin 9 


1 ( 0 ஆரையன் அளவை ) 


Lt 
8 >0 


a 
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வகைநுண் கணிதம் 


தெரிப்பு : 


A 


rtano 


P 


00 


படம் 1 


0 வை மையமாகவும் , 1 ஐ ஆரமாகவுமுள்ள ஒரு வட்டம் 
வரைந்து , அதில் ஆரையன்களை வட்டமையத்தில் 
தாங்கும் AOB என்ற வட்டக்கோணப் பகுதியை எடுத்துக் 
கொள்வோம் . A என்ற புள்ளியில் வட்டத்திற்கு AT என்ற 
தொடுவறை வரைவோம் . அது OB ஐ ல் வெட்டட்டும் . 


AT 


படத்தில் , tan a 


AT 
OA 


= 


.. 


AT 


= r tall ( 


1 


AAOB ன் பரப்பு 


AO - OB . sin AOB 


2 


1 
2 


13 sill 1 . 


AOB என்ற வட்டக்கோணப் பகுதியின் பரப்பு = " - 6 


AAOT என்ற செங்கோண முக்கோணத்தின் பரப்பு 
1 

1 
AO - AT 

pop tan o 
) 


படத்தில் , AAOB < AOB வட்டக்கோணப் பகுதி பரப்பு 
< AAOT . 


1 


. 


r ? sin a < 


r a < 


2 


1. tane 


< 3 


sin e < e < tan g . 


1 


9 
1 < K 

sin © 
0 > 0 ஆனால் , cos 9- > 1 . 


COS O 


எல்லைகள் 
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9 

ன் மதிப்பு ஒன்றிற்கும் , ஒன்றை மிக அண்மையில் - 
sin 0 
நெருங்கும் மதிப்பிற்கு மிடையே அமைகிறது . 


.. 


Lt 


1 


e > 0 sin 


sin 9 


1 


அதாவது , Lt 

8 > 0 


9 


குறிப்பு : 


tano 
Lt 
9 > 0 

9 


= 1 


sin 0 


9 


tapo 

9 


X X 


a 


COS 6 


tan G 


sin O 


1 


Lt 


-Lt 


Lt 
9 > 0 


8 


8 > 0 


9 > 0 Cos a 


= 1. | 


மாதிரி 1 . 


222 


a ? 


1. மதிப்புக் காண்க : 


Lt 
3- > 


are 


ma 


all 


2:22 


athil 


- 


a ? 


as 


a 


- 


- als 


2 ? 


a ? 


- 


2 


a . 


- 


! - a 


3 


213 
. 


Lt 
3 - Na 


a 


Lt an - ana 
w - Naml 

an 


Q2 


Lt 
w- > a 


C 


m.a13 -1 


m 


all 


10 . art - 1 
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வகை நுண் கணிதம் 


* மாதிரி 2 . 


Lt 1- cos x 
x > 0 

ன் மதிப்புக் காண்க . 
w 


W 


W 


2 sini 


1- cos W 


2 


2 


sin2 

2 
w ? 
2 


* 


2 


: 


sin 


2 


1 


- 


0 


2 


2 


x- > 0 ஆனால் , 


> 0 . 


2 


0 


Lt 


sin 


2 


1 


Lt 

1- cos x 
v > 0 


W 


2 


20 


2 


= 1x 


1 
2 


2 


மாதிரி 3 . 

Lt VI + x + 01 - w 

ன் மதிப்பைக் காண்க . 
x + 0 


0 


X 


W 


VI + w - V1- VI + x + V1 - w 

Vi + x + V - w 
( 1 + x ) - ( 1 - x ) 

2x 
ல (V1 + x + V1- ) ( V1 + x + V1- ) 

2 
V1 + v + V1 
Lt Vi + x - V1 
- – 2 

2 

Lt 
.x- > 0 

> O V1 + x + VI 


* 


----- 1 


எல்லைகள் 
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மாதிரி 4 . 

la + ma + m 
Lt 

ன் 
I m + m x + n 


மதிப்பைக் காண்க . 


1 


என்ற மதிப்பைப் பிரதியிட 


y 


1 


an 


+ n 


2 


g 


1xca + mx + n 
J1x + mlr + n 


y 
11 


+ 
+ 


3 + mg + gº 
J1 + m y + n y 


m 


+ 101 


y² 


y 


* > 0 ஆனால் > 0 

Iva + mo + 1 
Lt 

11 + my + n 


Lt 


1 + my + nal 
I + m y + n y 


1 
1 


* 


y > 0 


மாதிரி 5 . 


Lt ( 1 + x ) " Ir ஐக் காண்க . 
x- > 0 


1 


0 = 


ஐ ஈடாக்குக , x > 0 ஆனால் , 7- > o 


10 


13 


Lt (1+ ) 
x- > 0 


. 


Lt 
11 > o 


( 1 + - ) " 


= e . 


பயிற்சி 14 


1 . 


Lt - 32 
x- > 2 2 - 


2 . 


Lt x - 27 
x + 35- 243 


- 2 


3 
. 


Lt (1+ ) - 1 
x > 0 ( 1 + x ) - 1 


4 . 


Lt ஐ - 3x + 2 
x + 1 

0 - 1 


Lt 


Lt V3a --Vw + a 


5 . 


( 2w + 1 ) ( 38 - 4 ) 
( x - 1 ) ( x + 7 ) 


6 . 


* -- 


- 


Lt 


1 + 2 + ..... + n 


12 + 22 + ...... + 72 


7 . 


( +21 


+" ) 


8 . 


Lt 
1--00 


+ ). 


222 
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வகை நுண் கணிதம் 


9 . 


Lt { Vx + x + 1 - x }. 


10 . 


Lt 85/2 - 1 
x > 1 x /2 - T 


11 . 


Lt tan ao 
0 + 0 tan bo 


12 . 


Lt 1 - cos ag 
e > 01 - cos bei 


13 . 


Lt sin - la 
e > 0 e 


14 . 


Lt ( sec x- tan x ) 

71 
w 

2 


15 . 


Lt cosec 9 - cot e 
e > 0 

9 


2.6 . தொடருடைச் சார்புகளும் , தொடரிலாச் சார்புகளும் 
( Continuous and Discontinuous Functions ) . 

). 
எந்தச் சார்பையும் வளைவரை மூலமாகக் குறிப்பிட 
முடியும் . அந்த வளைவரையைப் பார்த்துச் சார்பின் பண்புகளை 
அறியலாம் . உதாரணமாக எந்தச் சார்பின் 

வளைவரை 
தொடர்ச்சியுடையதாக இருக்கிறதோ , அந்தச் சார்பைத் 
தொடருடைச் சார்பு ( Continuous Function ) என்றும் , வளை 
வரை தொடராகவில்லாமல் ஆங்காங்கு இடைவெளிகள் 
நிறைந்ததாகவிருப்பின் அச் சார்பைத் தொடரிலாச் சார்பு 
( Discontinuous function ) என்றும் அறியலாம் . 

என்ற கோண கணித சார்புகளின் வளை 
வரைகள் தொடர்ச்சியுடையதாகவிருப்பதால் அவற்றைத் 
தொடருடைச் சார்புகளுக்கு எடுத்துக்காட்டாகவும் ,taw, sec x 
என்ற கோண கணித சார்புகளின் வளைவரைகள் ஆங்காங்கு 
அறுபட்டு இருப்பதால் , அவைகளைத் தொடரிலாச் சார்பு 
களுக்கு எடுத்துக் காட்டாகவும் கொள்ளலாம் . 


sin x , 


COS 


21 


- 


21 


X 


SII 


y 
y = sinx 


Ustanx . 


படம் - 2 


11 


3. வகைக் கெழு 
( The Differential Coefficient) 


3.1 . வரையறை : y = f ( e ) என்ற தொடருடைச் சார்பை 
எடுத்துக்கொள்வோம் . இந்தச் சார்பில் ன் மதிப்பு ஏற ஏற , 
உன் மதிப்பு கூடவோ, குறையவோ செய்யும் . , ) இவை 
களின் கூடும் தொகைகளை (increments ) , 48 , 49 என்ற குறி 
யீடுகளால் குறிப்பிடுவோம் . A0 ன் மதிப்பு எந்த அளவுக்குச் 
சிறியதாக உள்ளதோ, அதற்கொப்ப , தன் மதிப்புச் சிறிய 
தாகவே இருக்கும் . பலன் மதிப்பு சுன்னத்தை நெருங்கும் 

Ay 
பொழுது , தன் மதிப்பும் மிகச் சிறியதாகும் . 

என்ற 

AD 
விகிதம் , 10 சுன்னத்தை நெருங்கும் பொழுது, ஒரு முடிவுள்ள 
எல்லையை நெருங்கும் . இவ்வெல்லை - ஐப் பொறுத்த மூன் 
வகைக்கெழு ( differential coefficient of y with respect to e ) 
எனச் சொல்லப்படும் . இதனை 1 என்ற குறியீட்டால் குறிப் 

dy 

Lt Ay 
பிடுவது வழக்கம் . ஆகவே 

என்றறிய முடி 
dx A > 0A 


கிறது . 


y = f ( s ) எனக் கொள்வோம் . 


y + Ay = f ( x + 23 ) 

Ay = f ( x + Aa ) - f ( at) 


Ay_f( a + Am ) - f ( x ) 
AN 

As 
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Lt 2y_ Lt f ( x + / x ) - f ( x ) 
A > 0 / x Ax- > 0 

A. 


dy 
dx 


f ( ஐ ) 


ஆகவே , f ( x ) ன் வகைக் கெழுவை , f ( x ) என்றும் Df ( x ) 
என்றும் , தன் வகைக் கெழுவை D.J என்றும் அல்லது 
வெறும் D , என்றும் குறிப்பிடுவது வழக்கம் . 


வரையறையை உபயோகித்து வகைக்கெழு காணும் 
முறையை ஆதி முறைப்படி காணும் வகைக்கெழு ( Differen 
tial coefficient from first principles ) எனச் சொல்வது வழக்கம் . 


காணக் 

கையாள 


3.2 . ஆதி முறைப்படி வகைக்கெழு 
வேண்டிய வழி விதிகள் : 
( i ) கொடுக்கப்பட்ட 

கோவையை y எனக் குறிக்க . 
வேண்டும் . 


( ii ) அஃதில் , x ஐ { x + / x ) ஆலும் , 9 ஐ ( y + / y ) ஆலும் . 
பிரதியிடுக . 


( iii ) ன் மதிப்பை [ ( ii ) - ( i ) ] க் காணவும் . 


( iv ) - 2 ஐ மதிப்பிடுக . 


( v ) A 
49 ல் , 10 சுன்னத்தை அடையும் பொழுது நிற்கும் 
மதிப்பைக் காண்க . இதுதான் : ஐப் பொருத்த பூன் வகைக் 
கெழு ஆகும் . 


3.3 . திட்ட அமைப்புகளைப் பெற்ற பல சார்புகளின் வகைக் 
654 * * Gir ( Differential coefficients of several functions in their 
standard forms ) . 


3.3.1 . பன் வகைக்கெழு : 


y = 


X 


ன் கூடும் தொகை 10 ஆகவும் , முன் கூடும் தொகை 
11 ஆகவும் இருக்கட்டும் . 


வகைக் கெழு 


113 


y + / \ y = ( x + / W ) " 

/ g ( w + {\ wn - " 
Ay ( x + / w ) " - M 
Ax 

x 
( x + Am}n - W 

( w + / x ) - x 
டய சுன்னத்தை நெருங்கும் பொழுது , 
நெருங்கும் . 


( x + /\ x ) , ஐ 


Ay 


M 


Lt 
Ax > 0 / x 


Lt ( x + Awn - 2 
( w + / x ) - > x ( w + / x ) - x 


= 7 


1 . al - 11 


( முதல் அடிப்படை எல்லைத் தேற்றத்தை உபயோகிக்கிறோம் ) . 


dy 
dx 


m . 


M - 1 


3.3.2 sin x ன் வகைக்கெழு . 


y 


sin w 


= 


W ன் கூடுந்தொகை / x ஆகவும் , முன் கூடுந்தொகை 1y 
ஆகவும் இருக்கட்டும் . 


y + 3 sin ( w + / x ) 

y = sin ( w + c ) - sin x 


- 2 cos ("* * ") in ( 4 ) 
- 2 cos ( = + = ) in ( 4 ) 
20s (= + 2").+in(9 ) 


19 
A * 


Ax 


---- * *). " 


இ . 1-8 
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18 சுன்னத்தை நெருங்கும் பொழுது , 43 

sin ( 2 ) 
( - + - ) 

( 2 ) 
[ - 1 ] 


Ay 
A 


Lt 
/ a > 0 


Lt cos 


+ 


Ax 


뿜 


2 * > 0 


Lt 
A 
2 


sin a 


dy 

= cos . 1 
dx 





Lt 
90 


8 


dy 


= COS X 


dx 


3.3.3 


cos ன் வகைக் கெழு . 


y = COS X. 


சன் கூடுந்தொகை 10 ஆகவும் , முன் கூடுந்தொகை 11y 
ஆகவும் இருக்கட்டும் . 


+1 


= cos ( x + Aa ) 
= cos ( x + Aa ) - cos x 


y 


- 2 sin ( 1 * ) ain ( + ) 
- - 2 sin (a + 4 *) . 5in ( 3 ) 
- 2 sin ( x + 4 ") 

sin ( 42 ) 
2. ---(4 ) 

( 4 ) 
sin ( x + - 
" ) . 

( 2 ) 


sin 


A * சுன்னத்தை நெருங்கும் பொழுது , 4 * > 0 . 


< வகைக் கெழு 
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sin 


Lt 


Lt Ay 
Ar- > 04.2 


sin 


(x + 43) 


Δα 


Lt 
Aa 
2 


( 2014 
( 49) 


> 


2 


dy 


11 


sin ix . 1 


dx 


dy 
dx 


sin x 


1 


3.3.4 


tan 2 607 33605 * * 4 . 


Y 

= tan c 


y + 4y = tan ( x + A2 ) 
Ay tan ( x + x ) tan 2 

sin ( r + 42 ) 
cos ( x + - AX ) 
sin ( x + 4.2 ) COS X – cos ( : + Ax ) sin x 

cos ( +42 ) . cos x 


sin 2 


COS X 


!! 


sin ( x + - 2 ) 
cos ( x + 4.2 ) . CoS : x 

sin AC 
cos ( + 4x) . cos x 
sin AC 

1 
A * cos ( x + 4x ) , cos * 


Ay 
Да 


Lt Ay 
A20 Ax 


Lt 

1 
Ax > 0 cos ( x + 4x ) . Cos x 


Lt 

sin Ax 
Ar > 0 42 

1 
1 . 

COS C. COS X 


dy 


dx 


dy 


secax 


dx 


: 3.3.5 


cosec X 60 660 ) 6 6 618 4 . 


Y = cosecx 


у + Ду cosec ( x + A2 ) 
Ay = cosec ( x + 4 * ) - cosec x 
1 

1 
sin (x + x ) 


sin 2 


( ) x 
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sin x - sin ( x + 2x ) 
sin ( x + $ 2 ) , sin x 

x + x + A3 x 
- 2 cos 

sin 
2 

2 
sin (x + 4x ) . sin x 

Δα 
X + 

sin 
2 

2 
sin ( x + 4x ) . sin x 
3 

Ax 
x + 

sin 
2 

2 
Ay 
AX sin (x + A2 ) . sin x . A3 
- COS x + 

sin 
2 

2 
sin (x + 4x ) . sin x Ax 

2 
Lt 

xt 

승x Lt sin 
Lt Ay 42-0 

2 

2 
Ax- > 0 AX Δα 

Δα 
0 
2 

2 


( 


- 


s 


A 


쓸 


(46 ) 


- 


s ( 


COS 


11 


A 뚱 


A 을 


COSU 


dy 
dx 


1 


1 


sin 2 . 

sin x 


dy 
dx 


11 


cosec x . cot x . 


3.3.6 EX GÖT 460 66 654 


Y 


et 


* + ^ x 
y + Ay = e 

1 

x A2 
AY 


e 


= ex ( e 400 


- 1 ) 
et ( 642 - 1) 


Ду 
AX 


AV 


Δα 


வகைக் கெழு 
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* ( eA " -1) 


e 


Lt y 
Ax > 0 / w 


Lt 
Ax- > 0 


Ax 


e 


Lt 
= em . 

Ac > 0 


1 ) 


Ax 


e . 1 


Lt eh - 1 


|41, 


( இங்கு 145 


1 என்பதை உபயோகித்துள்ளோம் 


] 


he 


. 


dy 

= ec 
dx 


3.3.7 log : c ன் வகைக்கெழு . 


y = logee 
y + / y loge ( x + / x ) 

y = loge ( x + / x ) - log x 


1012( 12 ) 

log . ( 1 + = ") 
A - - - lore ( 1 ++ ) 

- *- log , ( 1 + 4 ) 


- +- 1e2 (1 + 4 ) 


Aw > 0 பொழுது , 


W 


Ax 


4.2 - +- + + ( 1 + 2) 


/ x > 0 AM 
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- Iogs 


logee 


1 


1 


O 


α 


1 


dy 
dx 


α 


α 


3 3.8 να σοτ ι σου και 666 ( φ . 


9 = να 


3 + Δ – να + Δα 


Δg = να + Δανα 


( Vi + Δα- Vά) (Va + Δ + Vά ) 


( να + Δα + v ) 


Δ ! 


( α + Δα ) 


α 


Δα " ( Va + Δ + Vά) . Δη 


1 


( V + Δα + v ) 


Lt Δ ! 
Δε > 0 Δα 


Lt 

1 
Δε > 0V + Δα + vα 


dy 


44 


1 
2Να 


da 
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3.3.9 கீழ்க்காணும் அட்டவணையிலுள்ள சார்புகளின் 
வகைக்கெழுக்களை மனதில் இருத்திக் கொள்வது அவசியம் . 


வ . 
எண் . 


சார்பு 


வகைக்கெழு . 


1 . 


m 


70 . -1 


1 


2 . 


Nx 


2Vw 


sin w 


Cos 0 


3 
. 
4 
. 


COS 30 


- sin x 


5 . 


tan x 


sec? x 


6 . 


Cosec 0 


-- 


Cosec x cot x 


7 . 


sec 3 


sec x . tan x 


8 . 


cot a 


- cosec x 


9 . 


e 


ed 


10 . 


loge x 


* 
- 


3.4 வகைக்கெழு காணப் பயன்படும் சில அடிப்படைத் 
தேற்றங்கள் , 


தேற்றம் 1 : ஒரு மாறிலியின் வகைக்கெழு சுன்னமாகும் . 


மாறிலி C ஆகவிருக்கட்டும் . 


y = C 


C க்குக் கூடுந்தொகை இல்லை . மூக்குக் கூடுந்தொகை , y 
எனக் கொண்டால் , அது இருக்குமாகில் , 3+ 2y = C ஆகவே 
இருக்கும் . 


2y = 0 


Δy 
Ax 


0 
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-- 


0 


Lt 

Ag 
Ax > 0 Ax 

dy 
dx 


0 


3.4.1 தேற்றம் 2 : 
தேற்றம் 2 : ( நிலை எண் X சார்பு ) ன் 

வகைக் 
கெழு 

நிலை எண் X சார்பின் வகைக்கெழு ஆகும் . 
y = a . u எனக் கொள்வோம் . இங்கு a ஒரு நிலை எண் ; 
u என்பது ன் சார்பு . கூடுந்தொகை / x ஆனால் , 
அதற்கொப்ப வின் கூடுந்தொகை ய ஆகவும் , தன் கூடுந் 
தொகை 19 ஆகவும் இருக்கும் . 


கன் 


y + Ay = a ( u + / \ u ) 


2y = a . / 


Ag Δι 

= a . 
Ax Ax 


a 


Lt 

Δυ 
Ax- > 0 / w 


Lt / y 
/ x- > 0 / x 

dy 
dx 


dau 
da 


3.4.2 தேற்றம் 3 : சார்புகள் தம் கூட்டுத் தொகையின் 
வகைக்கெழு , அவைகளின் வகைக் கெழுக்களின் கூட்டுத் 
தொகையாகும் . 

o , 3 , இவைகள்ன் சார்புகளாக இருப்பின் , y = u + 
ஆக இருக்கட்டும் . , x என்ற கூடுந்தொகையைப் பெறும் 
பொழுது , u , u வையும் , 3 , 10 ஐயும் , கூடுந் தொகை 
களாகப் பெறட்டும் . y , 19 ஐக் கூடுந்தொகையாகப் 
பெறட்டும் . 


y + y = ( u + / u ) + ( v + 10 ) 
Ay | 

Δι + Δυ 


Ay 
A0 


Δα Δυ 

+ 
Ax Ax 


Lt / y 
Ax > 0 0 


Lt Δυ 
A > 0 / 


Lt ΔΗ 

+ 
Ax > 0 / 

dv 
dx dx 


das 


dy 
dx 


+ 
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dy 


எடுத்துக்காட்டாக ( i ) y = 8x , ன் விடை ? 

dr 


dy 
da 


8 . 


d 
dx 


( 3 ) = 8 - 23 


160 


dy 


( ii ) y = 3x – 5x + 6 , 


ஐக் காண் . 


dy 
ds 


6x - 5 . 1 + 0 = 6x - 5 


3.4.3 தேற்றம் 4 : சார்பிரண்டின் பெருக்கற்பலனின் 
வகைக் கெழு : 

"U , 1 என்பவை ன் இரு சார்புகள் ஆகட்டும் . y 


= uO . 


w , { \ x ஐக் கூடுந் தொகையாகப் பெறும் பொழுது 
20 , / \ u ஐக் கூடுந் தொகையாகவும் , 
10 , 110 ஐக் கூடுந் தொகையாகவும் , 
y , 19 ஐக் கூடுந் தொகையாகவும் பெறட்டும் . 


y-+ 11g ( u + / \ u ) ( v + 10 ) 
Ag = (a + Aut ) ( + A ) - 100 


= 


2um + u . 110 + 1. / \ u + At , 10 - um 


= u . A1 + 0. /\ u + AL . (10 . 


Zg 


All Au . AU 

+ 
/ \ x 

. 


Ax 


+ 
AM 


. 


Ax 


1x > 0 ஆகும் பொழுது , < u > 0 , 0 > 0 , y > 0 


Lt 10 


Δυ 


Lt 

Ay 
Ax > 0 Aw 


+ 3 . 
Ax- > 0 / c 


Lt 
Ax- > 0 / x 


Au 


Lt 
+ 

Ax > 0 Ax 


Δυ 
Ax 


AW 


சிறு - 4 , * + * * * + 0 


dy 
dx 


dv 
da 


+ . 


du 
da 
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ஆகவே , சார்பிரண்டின் பெருக்கற் பலனின் வகைக் 

முதல் சார்பு X இரண்டாம் சார்பின் வகைக் கெழு + 
இரண்டாம் சார்பு X முதல் சார்பின் வகைக் கெழு ஆகும் . 


கெழு 


= uuu எனில் 


குறிப்பு : ( i ) 9 

dy 
dx 


dam 


w 


+ W 


du 

do 
+ uu . 
da 

dx 


. 


dx 


1 


1 


1 


அல்லது 


dy 
dx 


du 

+ 
dx 


du 1 

+ 
dc W 


dw 
dx 


. 


. 


. 


uuN 


( ii ) 9 


= 1 


ur , 


20 ] , ஆனால் , 


1 dy 


1 


dau . 


1 


1 


dau , 

+ 
dx 


+ 
dx 


...... + 


dual 
dx 


. 


12 


y do 


uru 


மாதிரி 1 . 


9 


dy 
( 7 - 31 ) ( 23 + 5 ) என்றால் , ஐக் காண்க . 

dx 


dy 
dx 


( 7 - 30 ) 


d 

d 
( 2x + 5 ) + ( 20 + 5 ) ( 7 - 3 ) 
dx 

dx 


( 7 - 33 ) - 2 + ( 23 + 5 ) ( - Gx ) 


14 


6x2 - 1232 - 300 


182 - 30x + 14 


மாதிரி 2 . 


dy 


g | 


= ecose log o என்றால் , ஐக் கணக்கிடுக .. 


1 dy 


1 


- 


d 1 d 

1 d 
( er ) + 

( cos x ) + 
dx cos x da 

log x.de 


( log x ) 


y 


dx 


1 


- dy 
dx 


e cos & log x 


1 
1 + 

COS 


1 
( - sih x ) + 

log x 


} } 


. 


= e cos x log x 


et COS X 
Eit log x sin x + 


வகைக் கெழு 


1:23 


3.4.4 தேற்றம் 5 : சார்பு இரண்டின் ஈவின் வகைக் 
கெழு == பகுதி X தொகுதியின் வகைக் கெழு தொகுதி X 
பகுதியின் வகைக் கெழு ! (பகுதி ) . 


U , 


ஈன் சார்புகளாக இருக்கட்டும் . 


24 


y 


ஜன் கூடுந் தொகை ( ஆனால் , பான் கூடுந் தொகை 10 
ஆகவும் , பன் கூடுந் தொகை 10 ஆகவும் , மூன் கூடுந் 
தொகை 15 ஆகவும் இருக்கட்டும் . 


Y + / 


21 + / u 
+2 


2y 


-- 


2+ Au 
υ + Δυ 
20 ( a + Au ) u ( v + / u ) 

23 ( + ) 


Ο Δι a . AU 

V ( v + u ) 


Δυ 
Δυ 


1 . 


Δυ 
Ax 


Ay 
A 


11 


( 


3 + 


Δυ 
Δα 


Ax 


A 


. 


Lt Ay 
1x > 0 / 


Lt ΔΗ 

Lt 

Δυ 
/ x > 0 / x Ax > 0 AM 

Lt 

A 
3 + 

Ax 
A > 0 AX 


( 


du 


ad 


du 
da 


dx 


dy 
dx 


11 


3.4.5 தேற்றம் 5 : சார்பின் சார்பினது வகைக் கெழு : 
( Differential coefficient of function of a function ) . 


ன் சார்பாக 2 வும் , 11 வின் சார்பாக தும் இருப்பின் , 
Y ஐ ன் சார்பின் சார்பு என்று சொல்லப்படும் . அஃதாவது 
y 

f ( at ) , u = P ( x ) . ன் கூடுந்தொகை 13 ஆகி , ன் 
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கூடுந்தொகை / \ u ஆனால் , இதனால் முன் கூடுந்தொகை 
/19 ஆகிறது எனக் கொள்வோம் . அப்பொழுது 

g Ag 

u 

ஆகும் . 
Ax au 

A 


Ax - > 0 ஆகும் பொழுது , Au > 0 , 1y > 0 . 


Lt 1g 
Ax- > 0 { \ x 

dy 
dx 


Lt Ag Lt Δυ 
/ u > 0 / Ax- > 0 Ax 
dy du 
du da 


- 


( c ) 


குறிப்பு : y = f ( u ) , u = F ( 0 ) , 0 = 
dy 

du 
dx 

du dv . dx 


dy du 


ஆனால் 


மாதிரி 1 . 


y 


dx 


dy 
dx 


sin a 

dy 
ஆனால் , ன் மதிப்பென்ன ? 
1 - cos x 

dx 
d 

d 
( 1- cos c ) ( sin x ) - sin x ( 1 - cos ) 

dx 

( 1 ) cos a ) ? 
( 11 -cos x ) cos x 

( 1 - cos x ) 
cos ? * 
( 1 - cos x ) 
- 1 

1 
( 1 - cos x ) COS X 1 


sin x - 

sin x 


COST 


sin w 


|| 


COS 


= 


- 


மாதிரி 2 . 


dy 


y 


( 4- 23 ) ; ஆனால் , 


ன் மதிப்பைக் காண்க . 


dx 


u 


( 4- 20 ) என்க . 


g 


au ” , = ( 4 – 2x * ) 


.. 


dy dy 
dx dau 


du 
dx 


* +1 
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A ( w ) . 4 ( 4- 2w ) 


5ut . ( - 40 ) 


- 200 ( 4 - 20 ) 


மாதிரி 3 . 


dy 


y 


cos 10 ல என்றால் , ன் மதிப்பைக் காண்க . 

dx 


= 


10x ; 


Cosm 


cos 10x ; y 


dy 
dx 


- 


dy do du 
do du 

du . ds 


d 


d 


( 0 ) - 


dd 

( cos u ) - 
du 


do 


( 108 ) 


dx 


302 - ( - sin au ) - 10 


30 cos2 10x . sin 10x 


மாதிரி 4 . 


3 


y 


3/ 


1 

dy 
ஆனால் 

ன் மதிப்பைக் காண்க .. 
dx 


+ 


2 


11/3 


g 


|| 


x2 - 1 
0 = 

M2 + 1 


g = al / 


dy dy du 
dx du de 


d 
dau 


( er ). A ( 1) 

r(s"+1) 23 - *- 1) 2 ) 


1 


|| 


. 


a113-1 


[ 


1 
302 / 


20 + 20 - 23 + 28 

( x2 + 1 ) 


40 


|| 


2 


1 \ 2/3 


- 


3 


} )" 


. ( w + 1 ) 


W +1 


43 


3 (3- 1) 2/5 ( x + 1 ) ! 
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பயிற்சி 15 


கீழ்க்காணும் சார்புகளுக்கு வகைக் கெழு காண்க . 


1. 4x – 5x2 + 6x - 7 . 


2. a + bx - d . 


9 


3 / 


3. 6x1 


2 
3 


-- 


- 10 . 


4 . 


5. ( H - *) 

. 


6. - 


(x ! - 2 ") ( x - - ) . 
s. log( ). 


7. 4er - log x + Ve . 


2 


9 . 


( va - 


10. ( 1 + x " ) (2-2 ). 


0 


11. 2x cos x . 


12. Va . log x . 


13. ( 25 - 1 ) ( 3 + 4 ) (5-7x ) . 14 . 


e " sin x logx. 


sin x 


15 . 


16 . 


Vw 


sin x 
1 + tan x 


17 . 


e + sin x 
sec x- 2 


18 . 


log x + 2e 
1+ sec x 


19 . 


I 
V3 + 2 


20 . 


( x + a )" ( b - x ) m . 


21 , cos ( b - ar ). 


22 . 


( +1)" 


23. Mac° + bx + c. 


24. sin ? 5 tan 22 . 


25. sin 2x . 


26 . 


V1 + tan x . 


27. sin mx . cos 10x . 


28 . 


cos ( sin x ) . 


29. log ( sin x ) . 


30 . 


cos ( ex log x ). 


வகைக் கெழு 
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a + VE 


31. log 

b 


1 + sin x 
32. log 

1- sin x 


M : 


3 


33 . 


e - x sin 2x + cos 30 . 


34. sinn x cos w . 


1 + e 
36. log 


35. ( 2x + 3 } 5 V3 -1 . 


1 - 


37. log ( sec x + tan x ) . 


38. log ( a + Va + a ). 


39 . 


ettu log sill aw . 


40. logic c . 


3-5 நேர்மாறு 

சார்பின் வகைக் கெழு : - ( Differential 
Coefficient of Inverse Functions). 


ன் கூடுந்தொகை 10 ஆகவும் , முன் கூடுந்தொகை 19 


1 . 


ஆகவும் இருப்பின் , 41 40 


Axy 
10 சுன்னத்தை நெருங்கும் போது , / > 0 . 


அச்சமயத்தில் எல்லையைக் கணக்கிட்டால் 

dy dx 

1 
dx dy 
dy 

1 

என்று ஆகிறது . 
dx da 

dy 


3.5.1 sin - 1w ன் வகைக் கெழு . 


sin - 18 


9 எனக் கொள்க . 


sin y ஆகிறது . 


இரு பக்கங்களிலும் ஐப் பொருத்த வகைக் கெழு கணக் 
கிட்டால் 


1 


d 

dy 
( sing ) . 
dy 

dx 


dy 
= cos y . 

da 
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dy 
dx 


1 ) 

1 
COS Y V1 - SID y 

1 
VI- 2 


3.5.2 cos- ன் வகைக் கெழு . 


cos - 1 x = y ஆனால் , x = cos y ஆகும் .. 


dx 
dx 


sin y 


1 


1 


dy 
dx 


11 


sin y 


dx 
dy 


1 


1 
M ] - 2 


VI - cos : 9 


3.5.3 tan - 18 ன் வகைக் கெழு . 


tan - 1 x = 

y ஆனால் x = tan y ஆகும் . 


sec y 


- 


dx 
dy 
dy 
dx 


1. 


1 
1 + tany 


sec y 


1 
1 + 2 


3.5.4 cosec - 1 x ன் வகைக் கெழு . 


cosec - 1 x = y ஆனால் x = cosec y ஆகும் . 


dx 


cosec y coty 


dy 


dy 


dx 


1 
cosec y . coty 

1 
cosec yVcosec y - 1 


|| 


-- 


1 
x Vx - 11 





வகைக் கெழு 
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3-5.5 . sec - 1 ன் வகைக் கெழு . 


sec - 1 x = 9 ஆனால் x = sec y ஆகும் . 


dx 

= secy . tany 
dy 
dy 

1 
sec y tan y 


dx 


1 


II 


Secy Vsec y - 1 

1 
x Vx2 

1 


3.5.6 . 


cot - 1 ன் வகைக் கெழு . 


cot - 1 x = 9 ஆனால் x = cot y ஆகும் . 


cosecº y 


dy 
day 
dx 


--- 


1 
cosec y 

1 
1 + coly 


-- 


1 
1 + 3 


3 :6 . அதிபரவளைச் சார்புகள் ( Hyperbolic Functions ) : 
1 

21 

( " 
முறையே அதிபரவளை நெடுக்கை ( Hyperbolic sine ) , அதிபர 
வளை கிடக்கை ( Hyperbolic cosine ) என்று கூறுவார்கள் . 
அவற்றை , 

sin ba 2 ( es 

e- * ) 

1 ( e : + e- " ) 
என்று குறியீட்டு முறையில் எழுதுவார்கள் . 


cos hx 


sin hx 


ex 


ea 


... 


tau hx 


- 


cos hx 


en + ea 


இ . 1-9 
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3.6.1 . அடியிற் கண்ட மூன்று வாய்பாடுகளை மனதிற் 
கொள்ளவும் . அவைகளை எளிதில் நிறுவலாம் . 


( j ) cosh x - sinh x = 1 
( ii ) cosh w + sinha x = cosh 2x 
( iii ) 2 sinh x cosh x == sinh 2a 


அதிபரவளைச் சார்புகளின் வகைக்கெழு : 
( 1 ) g = sinh 2 = 

> 

2 


d 


ecc 


ex 


dy 
dx 


= 


dic 


( * 


2 


ex + e - w 

2 


cosh x 


- 


ex + e - 3 
( 2 ) y = cosh w = 

2 


dy 
dac 


* - (5 ) 


ea 


e 


sinh 8 


2 


( 3 ) Y 


sinh 8 
tanh C = 

cosh x 


dy 
dx 


đ sinh a 
dv ( cosh x 


cosh x . cosh x - siph x , sinh x 

cosh : x 


cosh ? v - sinh w 

cosh w 


1 
cosh x 


sech a 


3.6.2 . இதே முறையில் cot ha , cosec hs , sec ha களின் 
வகைக் கெழுக்களைக் காணலாம் . 


y 


cosec fax ,, 


dy 
dx 


ப 


cosec hx cot hx 


வகைக் கெழு 
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diy 


y } 


Sec le ,, 


sec hx tan na 


dx 


g | 


cot ha , 


de 
dx 


cosec her 


3-7 நேர்மாறு அதிபரவளைச் சார்புகள் ( Inverse hyperbolic 
ifunctions ) : 

( 1 ) y = sinh - 10 ஆனால் x = 


sinhy 


en - ey 
20 = 

2 


2xex = eay - 1 


e !! - 2x e !! - 1 = 0 


eay - 2x e! = 1 


e s - 2xel - 3 = 1+ 

( e - c ) = +1 


ey - x = + V + 1 

eu = x + Ve + 1 


* 20 மிகை எண்ணாதலால் , மிகைக்குறி பொருத்தம் . 


ey = x + Va + 1 


.. 


y = logs ( x + Vx + 1 ) 


1 ( 2 ) y = cosb - 1 0 ஆனால் = cosh y 


ell + e ! 

2 


2x ey = ey + 1 


eau - 2xey - + x = a - 1 

( e ! - x ) = -1 


ey - x = + Vx - 1 


ev = x + Ve - 1 
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மிகை எண்ணாதலால் , மிகைக்குறி எடுத்துக் கொள் 
வோம் . 


ey = x + Vx2 - 1 


y = loge ( a + Vx2 - 1 ) 


y = tan h - 1 0 ஆனால் x = tan hy : 


ell - e- !! 
e + e 


x ( ev + 8 - y ) = ey - e - y 

en ( 1 - x ) = ev ( 1 + x ) 


cy --- 


2y = log . (1-3) 

- - lore (13) 


.. 


y 


37.1 நேர்மாறு அதிபரவளைச் சார்புகளின் வகைக்கெழு 
( Differential coefficient of Inverse hyperbolic functions ) : 
( 1 ) 9 

sinh - 1 x ஆனால் , x = sinh y 
dx cosh y = Vi + sinh y 

? g 
dy 


VI + x 


1 


dy 
da 


VI + 2 


cosh - 1 x ஆனால் , x = cosh y : 


( 2 ) y 

dx 
dy 


sinh 9 


Vcosh y - 1 


Mx2 
-1 


1 


dy 
da 


2 - 1 


வகைக் கெழு 
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tanh- * * 96 (60) , cetanh y 


( 3 ) Y 

dx 
dy 


sechº g = 1 - tanh ” g 


I - X 


1 


dy 
dx 


2 


1 


மாதிரி 1 . 


* ஐப் பொருத்த sin - 1 


a + b cos x 
bta cos x 


) 


GOT 


வகைக்கெழு 


IT 600T . 


Y 


sin - 1 


a + b cos x 
bta cosa 


2 


x 


dy 

1 
dx 

atb cos x 
1 

bta cos x 
( b -ta cos x ) ( - b sin x ) - (a + b cos x ) ( -a sin x ) 

( bta cos 30 ) 

bta cosa 
vota cos x )2 = (a +6 cos x ) 
-b2 sin 2 - ab sin x cos x ta sin x + ab sin x cos * 
X 

( b + acos x ) ? 
sin x ( a ? -- 6 % ) 

1 

XХ 
V6 + acos 2 ) - (a + bcos x ) ? ( ota cos x ) 
sin x ( as - b ? ) 

1 

Х 
Vh2 ta cosa x - a ’ - bº cos x (otra cosa 
sin x ( a ’ - b ) 

1 

Х 
V (62 - a ^) 

cos x 162 - a " ) ( 6 + a cos x ) 
sin x ( a ? – 6 ) 

1 
V (62 -- a *) ( 1 - cos x ) ( 6 + a cos x ) 
sin x (a - b ) 

1 

x 
N62 - a , sin x 

b + a cosa 


X 


Vb2 - a 
bta cos 3 
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பயிற்சி 16 


ஐப் பொறுத்த வகைக் கெழுக்களைக் கீழ்வரும் சார்பு 
களுக்குக் காண்க . 


1. sin - 1 


( * 


2x - 3 

4 


2 . 


Cos - 1 


(1 *) 


3 . 


tan - 1 ( Vw ) . 


4. x tan - 1 ( w ) 


5. log sin - 1 ( er ) . 


8 . 


cos - 1 ( sin x ) 


7. tan - 1 ( log x ) . 


8. Stan - 1 (er ) 


9. sin - 1 


b + a sin w 
a + b sin a 


10 . 


cos - 1 


b + a cos N 
( a + b cos 8 


11. tan - 1 ( 1 + log w ) 1 / 2 . 


12. sin - 1 [ ( 2x + ] ) V2 - x ] 


13. log sinh ( 3x ) . 


14. sinh 


( * ) 


* 


15. tanh - 1 


( 


tall 


16. sin x (tan - 1 x ) ? 


2 


- ) 
) 


17. tan - 1 


30 - 
1- 30 


18 . 


1 


el 


tan - 1 


V 


er + 1 


19 . 


tan - 1 


atb cos a 
b + a cos N 


20 . 


tall 


{ Va = tan ; } 


3.8 மடக்கை எடுத்து வகைக் கெழு காணும் முறை 
( Logarithmic differentiation ) : 

மடக்கை எடுத்துப் பின்னர் வகைக் கெழு காணும் 
முறையைக் கீழ்க்கண்ட பொழுது கையாள வேண்டிவரும் . 

( 1 ) சார்பொன்றில் சில பல சினைகள் அடங்கப் பெற்றும் , 
அச்சினைகள் வெவ்வேறு படிகளுக்கு உயர்த்தப்பட்டிருக்கும் 
பொழுதும் , அவை பின்ன ரூபத்தில் அமைந்திருக்கும் பொழு 
தும் மடக்கை எடுத்து வகைக் கெழு காணுவதன் அவசியம் 
ஏற்படுகிறது . 


வகைக் கெழு 


135 


( 2 ) சார்புகள் உயர்த்தப்பட்ட படி எண்ணாக வில்லாமல் , 
x ஆகவோ , என் சார்பாகவோ அமைந்தால் மடக்கை எடுத்து 
வகைக் கெழு காணவேண்டும் . உதாரணமாக , , (sin) 
முதலியவைகளின் வகைக் கெழு காண்பதற்கு மடக்கை 
எடுத்துத்தான் ஆகவேண்டும் . 


மாதிரி 1 . 
வகைக் கெழு காண்க : sin x . sil ] 2 : . sin 3x . sin 4x 

y = sin x sin 2x . sin 3x . sin 4x 


இருபக்கங்களிலும் மடக்கை எடுப்பின் 
logy 

log sin x + log sin 2x + log sin 3.x + log sin 4x 
x ஐப் பொருத்து வகையிட்டால் , 
1 day 1 

1 

COS * + 
y dx sin x 

sin 2x 
1 

1 
cos 3x . 3 -- 

cos 4.r . 4 
sin 3x 

sin 4x 


Cos 2x . 2 


. 


. 


+ 


cot x + 2 cot 2x + 3 cot 3.x + 4 cot 4x 


dy 
dx 


y [ cot x - to 2 cot 2x + 3 cot 3.x + 4 cot 4x ] 


sil x . sil] 2x . sin 3x . sill 4x [ cot x 

+ 2 cot 2 : - + 3 cot 3x + 4 cot 4x ] 


மாதிரி 2 . 


a v2 + 4 


வகையிடு : 


M42 


7 


9 


at Ve ? + 4 
V42 7 


- 


இருபக்கங்களிலும் மடக்கை எடுப்பின் 
logy 

log + log ( 2 + 4 ) 1 / - log ( 48 – 7 ) 1/2 

4 log x + + log ( w +4 ) - $ log ( 43- 7 ) 
8 ஐப் பொருத்து வகையிட்டால் 
1 dy 4 1 1 

1 1 
+ 20 

80 
y 

3 w2 
W +4 

2 402 - 7 


. 


. 


dx 


25 
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[ 4 


] 


M4x2 


dy w + 4 4 

20 

43 

+ 
dx 

7 ( 

4x2 
மாதிரி 3 . 
ஐப் பொருத்து வகையிடு : * + ( sin x ) * 

y = ww + ( sin x ) 


* ஐ ய என்க , ( sin x ) * ஐ என்க . 


X 


log u = w logo 
ஐப் பொருத்து வகையிட்டால் 
1 du 

1 

+ logo . 1 
dx 


1+ log x 


du 
dx 


= u ( 1+ log x ) 


* ( 1 + logo ) ....... ( 1 ) 


( sin x ) 


log v = x log ( sin x ) 
1 du 

1 
dx 

cos x + log sin x . 1 


- 


sin x 


= x cot x + log sin x 


do 
dx 


v [ æ cot x + log sin x ] 


( sin x ) « [ x cot x + log sin x] 
ஆகவே , து = w + 
dy du 

dv 
+ 
dx dx 


= x ( 1 + log x ) + ( sin x ) [ vcot x + log sinc ] 


பயிற்சி 


அடியிற்காணும் சார்புகளுக்கு வகைக் கெழு காண்க . 


1 . 


1+ 
1 - 8 


2 . 


28 
( 1 + x ) 1/2 (1-3 ) : /2 


. 


- 


வகைக் கெழு 
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3 
. 


V2 + 3 
( 2 + x ) ( 1 - w ) | 


4 . 


3/23 ( w - 1 ) 
M ( 2 – 38 ) 


5. N. 


6 , ( log a ) " . 


7. ( tan alon10 . 


8. 1027 


9. ( sin w ) cos w + ( cos x ) sine. 


Cos W 


10 . 


COS X 


cos 20 . cos 3x . cos 4x ,. 


. 


11. sin w . log w 


e . ( a - w ) + . 


sinil v . cosmw 


12 . 


eic 


3-90 , உருமாற்றங்கள் ( Transformations ). 

சில சார்புகளில் , இயற்கணித மூலமாகவோ அல்லது 
கோணகணித மூலமாகவோ , உருமாற்றங்கள் செய்வதால் 
வகைக் கெழு எளிதில் காணமுடிகிறது . 


மாதிரி 1 . 
வகையிடுக : cos- ( 4 :3 " - 3x ) 

y = cos - 1 ( 43 - 38 ) 


ஜக்குப் பதிலாகச் சார்பில் cos 0 ஐப் பிரதியிடுவோம் . 

g | cos - 1 ( 4 cos 9- 3 cos 9 ) 

cos - 1 ( cos 38 ) 

30 
= 3. cos - 1 x 


= 


--- 


3 


dy 
dx 


VI - W2 


மாதிரி 2 . 


வகையீடு : 


tan - 1 


V1 + x " - VI 

- 22 
V1 + 32 + VI - 2 
VI + M1 - 2 
M1 + x ? + V1 


y 


tan 
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சார்பில் ஐ க்குப் பதிலாக cos 20 ஐப் பிரதியிடுவோம் . 


tan 


-1 


V1 + cos 29 - VI- cos 20 
M1 + cos 2e + V1 - cos 20 


V2 cos 9 

M2 sing 
tan 

M2 cos G + V2sin a 
cos o 

sino 
= tan 

cos e + sin a 


1 


1 tan a 
tan - 1 

l + tano 


tan 

4 


tano 


= tan 


TY 


1 + tan 


tang 


4 


T 


T 


tan - 1 . tan 


- 6 ) 


91 

| 


4 


4 


- 


y 


1 
2 


cos - 1 ( ஐ ) 


4 


20 


* -- 1 { -V- } 
- 


VI - | 
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அடியிற் காணும் சார்புகளுக்கு வகைக் கெழு காண்க . 


1. sin - 1 ( 3x - 43: ) . 


2. 


tan - 11 


28 
1 - 02 


1- x2 
3. cos - 1 

1 + 2 


4. sin - 1 ( 

2V1 - x ) 


20 
5. sin - 1 

1 + 3 


6. see- ( - ) 


வகைக் கெழு 


13 ) 


2 


7 . 


cos - 1 


V 


1+ 1 

2 


8. tan - 1 


a2 - x2 


V1 + x " 


1 


9 . 


-1 


tan 


10. tan – 1 ( VI + xº - x ) 


X 


COS X 


11. tan - 1 


VE 


1 

COS X 
1 + cos X 


12 .. tan - 1 


+ sin x 


1 


13 . 


x Var - x2 

au 

+ 
2 

2 


sin - 1 


a 


14. Ve - x + > log 


Mc2 - x2 
c + V + x2 


15 . 


tan - 1 

- 1 


3a2x - x3 
a ( a - 3.v ) 


39.1 உட்படு சார்பின் வகைக் கெழு காணுதல் ( Differ 
ential coefficient of Implicit functions ) . 


= 


சில உட்டடு சார்புகளை விடுவித்து y = f ( x ) என்ற ரூபத்தில் 
எழுதி வகைக் கெழு காணலாம் . னால் சில சமயங்களில் 
இம்முறையில் எழுதுவது 

வது கடினம் . ஆகவே F ( x , y ) ( 
என்ற உட்படு சார்பின் வகைக் கெழு காண , ஒவ்வோர் 
உறுப்பின் வகைக் கெழு கண்டு அஃது ஓரினச் சமன்பாடாக 

dy 
அமைவதைக் காணலாம் . அஃதை விடுவித்தால் 

ன் 

dx 
மதிப்புக்கிடைக்கும் . 


மாதிரி 1 . 


day 
dx 


ன் 


x : + y = 3axy என்ற சமன்பாட்டை வகையிட்டு 


மதிப்பைக் காண் . 


x + y 3axy 
x ஐப் பொருத்து வகையிட்டால் , 

dy 

dy 
3x2 + 3gy 

3a + 
dx 

dx 
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dy 
dx 


( 3y – 3ax ] 


3ag - 3x2 


dy 
dx 


3ay - 3x3 
39 – 3ax 


dy 
dx 


ay - x2 


y - ax 


மாதிரி 2 . 

dy 
em - 1 என்றால் , 18 


log x 
( 1 + log x ) 


என்று நிறுவுக . 


= 


x = ew = 1 . 


இரு பக்கங்களுக்கும் மடக்கை எடுப்பின் 
y log x 

( x - y ) logee 
y log x = ( x - y ) 


( 
1 
) 


x ஐப் பொருத்து வகையிட்டால் , 
1 

dy 
3 . + log x 

1 - 
dx 


dy 


dx 


y 


1 


X 


dy 

( 1 + log x ) 
dx 

dy 
dx 


X - y 
x ( 1 + log x ) 


1 + log x 
x ( 1 + log x ) 

log x 
( 1 + log x ) 


பயிற்சி 18 


புன் மதிப்பைக் 
கீழ்க்காணும் சமன்பாடுகளை வகையிட்டு 

dx 


காண்க . 


1. ax: + 2hxy + by = 0 


வகைக் கெழு 


141. 


2 . 


y 
+ 

b ? 


- 


1 


3.xy = c 


4 . 


xn y " 


= a 

711 + 11 


5. ( x + y )? = a * ( x - y " ) 


6. ( ax ) / + ( by ) : / 


( a - 6 :) / 


7. 27agy 


4 ( x - 2a ) 


x ... 


8. y = x 


எனின் , 


tly 
dx 


y 

எனக் காண் . 
1 - ylog x 


dy 
dx 


9. y = V [ sin x + V { sin x + V (sin x + 

........ 00 ஆனால் 
COS X 

எனக் காண்க . 
29-1 


10. sin y 


dy 
= x sill ( a + y ) ஆனால் , 


sire ( a + y ) 

sin a 


எனக் 


dx 


காண்க . 


கெழு 


39.1.1 துணையலகுச் சமன்பாடுகளின் வகைக் 
( Differentiation of parametric Equations ). 


x, y என்ற மாறிகள் வேறொரு அலகின் சார்பாகக் 
கொடுக்கப்படுவது உண்டு . அவ்வலகை நீக்குங்காலையில் 

(ly 
x , 1 ல் உட்படு சார்பு பெறலாம் . பிறகு ஐக் காணலாம் . 

dy 
துணையலகை நீக்காமலும் . ஐக் கீழ்க் கண்ட முறையில் 
கண்டறியலாம் . 


f ( t ) , 3 ( t ) எனக் கொள்வோம் . பன் கூடுந் 
தொகை At ஆனால் , , 3 இவற்றின் 

னால் , . 3 இவற்றின் கூடுந்தொகை முறையே 
AY , 19 ஆகட்டும் . t > 0 பொழுது , / > 0 , Ay- > 0 . 


Ag 


19 
At 


At 
Ax 
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Ax- > 0 1g 


Lt Ay 

Lt At 
At > 0 At Ax- > 0 / x 


Lt 


Δα 


dt 


dy 
dx 


dy 
dt 


ax 


day 


da 
dt 


dt 


மாதிரி 1 . 


C 


ct , y 


-- 


ஆனால் பே 


dx ஐக் காண்க . 


* 


dx 
0 - ct , 


dt 


C 


C 
tt 


y 


dy 
dt 


11 


ta 


dy 


C 


t2 


1 


dy 
dx 


dt 
dx 
at 


- 


C 


t3 


மாதிரி 2 . 


« cos 


cos e + log tan 

2 


g = aa sin 9 


dy 
ஆனால் , ஐக் காண்க . 

dx 


20 


cos a + log tan 


2 ) 


( 
( 


da 
do 


. sec ? 


1 
sin G ++ 

a 
tan 

2 


9 
2 


2 


- 


3 ) 


1 


= 


- ( 


sin a + 


COS 


8 
2 


2 sin , 

3 ) 


1 
sin 0 + 

sin 0 


|| 


- 


( 


வகைக் கெழு 
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sin : 8 + 1 
sill o 


+ ) 


a cos : a 
sino 


y 

= a sin 9 


dy 
do 


= a cos 9 


dy 
do 


dy 
dx 


a cos 9 
a cos 0 

Sing 


sin o 
cos 


dx 


do 


dy 
dx 


tano 


பயிற்சி 19 


1. x = al , y 


2at . 


2 . 


W = a cos e , y = bsin 0 . 


3 . 


v = a sec e , y = b tan 9 . 


4 . 


V = a cos e , y = b sin G. 


5 
. 


w = a ( e + sin o ) , y = a ( 1 - cos 9 ) . 


6 . 


= 3 cos o - cos e , y = 3sin g - sin e . 


7 . 


W = a ( cos t + t sin t ) . y = a ( sin t - t cos t ) . 


3 at 


8 . 


3 at2 
1 + t 


1 + t3 


9 . 


W = a sin 20 ( 1 + cos 20 ) , y - a cos 20 ( 1 - cos 20 ) . 


3.9.2 . ஒரு சார்பைப் பொறுத்த மற்றொரு சார்பின் வகைக் 
கெழு ( Differentiation of one function with respect to another ) . 


: 


1 ) ( x ) என்ற சார்பைப் பொறுத்த ! ( x ) என்ற சார்பின் 
வகைக்கெழு காணமுற்படுவோம் . 
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இங்கு , 


d [ ( u ) ( x) ] d [ u ( w ) ] 
( அ.து ) 

எனக் கொள்வோம் . 
d [ (v )(a )] dz 
2 = ( w ) ஆகவிருக்கட்டும் . 


d [ u ( a ) ] da 

dx dz 


- 


d [ u ( w ) ] 

dx 


- 


d [ u ( a ) ] 

dx 


* 


d [ 3 ( x ) ] 

dx 


மாதிரி 1 . 


Cos - 1 


1 2 

ஐப் பொறுத்த sin - 1 

1 + 3 
கெழு காண்க . 


(125 ) 


ன் வகைக் 


u ( w ) 


sin- 1 


20 
+ x2 


x = tan a என்ற பிரதியீட்டால் வலப்பக்கச் சார்பை உரு 
மாற்றம் பெறச் செய்து எளிதில் வகைக்கெழு காணும் முறை 
யைக் கையாளலாம் . 


2 tano 


sin - 1 

- 1 


( Atom ) 


sin - 1 ( sin 22 ) 


+ tani 


29 


2 tan - 1 ( w ) 


du 


2 
1+ 


dx 


அதேமாதிரி , ( x ) = 0 = 

= 3 = cos - 1 

- 1 


( * ) 


x = tan G என்ற பிரதியீட்டைச் செலுத்துவோம் . 


1 - tan G 
3 = cos - I 

1 + taa a 
20 = 2 tan - 18 


8 ) 


cos - 1 ( cos 20 ) 


do 
ds 


1 
1+ 
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dat 
dv 


dau 

- 
ds 


- 


1 


- 


dx 


1+ 

2 
1 + x 


பயிற்சி 20 


20 


2 
1. sin - 1 1+ ஐப் பொறுத்த tan 

- 1 ன் வகைக்கெழு 

1 - 2 
காண்க . 


2. sin - 1 x ஐப் பொறுத்த 
காண்க . 


esin - 1 

x ன் 


வகைக் கெழு 


3. ஐப் பொறுத்த V +1 ன் வகைக் கெழு காண்க . 


ஐப் பொறுத்த tan - 1 


ன் வகைக் 


1 


1 
4. sec - 1 

2002 
கெழு காண்க . 


M ] 


2 


5. log ( +1) ஐப் பொறுத்த sec 


( +1 ) 


ஐ + 

1 


ன் வகைக் 


கெழு காண்க . 


மீள்பார்வை வினாக்கள் 


கீழ்க்காணும் வினாக்களுக்கு 

வினாக்களுக்கு ஐப் பொறுத்த வகைக் 
கெழுக்களைக் காண்க . 


1. sin 3x cos 5x . 


2 
. 


2. sin cos 


2 | 


-1 


3. tan y - . 


4. essin 


• Cos 5x . 


5. em cos w . 


6 . 


sin 200 
1 - cos 2x 


este 


7 . 



02 


8 . 


log x 


. 


இ . 1-10 
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X COS X 


sin a 


9 . 


✓ 


1 27 
1 + x 


10 . 


? 


X cos + sin x 


erlic 


11 . 


12. sec- ( 2x - 3 ) . 


sin (292) 


13 . 


cos 


za to al 
x2 + 62 


14 . 


tan 


3x + 23 
1 + 3x 


). 
(vi ) 


COS 


15 . 


). 

ar) 
ſh 


tan - 1 


16 . 


tan 


1 + Sin 


2ax 


22 


17 . 


tan - i 


1 ? 
1 + x2 


18. tan 


atx 


19. Tog ( sec Xtian x ) . 


20. log 


x2 + x + 1 
x2 3 + 1 


VI - 


* 


21 . 


log 


-N 
2 + VI 


22. log ( x + V x2 + a² ) . 


22 


a 


23 . 


log 


a + b cos a 
b + a cosa 


24 . 


( )* 


25. xlog a + ( log x ) . 


26 . 


( x + 2 ) 
( 2 + 3 ) 


27 . 


20 + sin ( log x ) . 


28. { tan-- (22 + 1 ) }sina. 


29 . 


x log x . log ( loga ) . 30. logie ( 202 + 5x ) . 


31 . 


tan- ( 

(1 mi ) 


+ tan - 1 


l(***) 


32. tan - 1 


* + VC 
1 

XNX 


33 . 


an 


yi 


dy 
( x + y ) m + ? you 2 = y எனக் காண் . 

dix 


34. y 


2.213.2 


ஆனால் ,, 


dy 
di 


I ( 1 + GR ) எனக் காண் . 
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வகைக் கெழு 


1 


V1 + 
35. tan - 1 x என்ற சார்பைப் பொறுத்த tan - 1 


என்ற சார்பின் வகைக் கெழு காண்க . 


சார் 


36 . cos e என்ற சார்பைப் பொறுத்த asinx என் 
பின் வகைக் கெழு காண்க . 


dx 


37. sin y = x sin ( a + y ) ஆனால் 


== 


sin a 
sin ( a + y ) 


என 


dy 


நிரூபி . 


சார்பின் 


38. x 
( w - 1 ) V2s - + sin - 1 ( x - 1 ) 

T என்ற 
வகைக் கெழு காண்க . 


C 


c - V2 


என்ற சார்பின் 


log 


2 


39. Vc - " + 

c + Mc2 ? 
x ஐப் பொறுத்த வகைக் கெழு காண்க . 


C 


40 . tan 

என்ற சார்பின் : ஐப் பொறுத்த வகைக் 

1+ ax 
கெழு காண்க . 

3-9.3 தொடர் வகைக் கெழு காணும் முறைகள் ( Methods 
of finding Successive differential coefficients ). 

x ஐ மாறியாக அமையப் பெற்றுள்ள சார்பின் வகைக் 
கெழு x ன் மற்றொரு சார்பாக அமையும் . அச்சார்பை 
கொடுக்கப்பட்ட சார்பின் முதல் வகைக் கெழு எனக் 
கொள்ளலாம் . இம்முதல் வகைக் கெழுவை மறுமுறை வகை 
யிடலாம் . கிடைக்கும் சார்பைக் கொடுக்கப்பட்ட சார்பின் 
இரண்டாம் வகைக் கெழு எனலாம் . இம்மாதிரியாகவே 
தொடர்ந்து வகைக் கெழுக்களைக் காணமுடியும் . 


dy 
முதல் வகைக் கெழுவை அல்லது Dy எனவும் , இரண் 

the 


டாம் வகைக் கொழவை 


அல்லது I } எனவும் குறிப்பிடு 


d.c2 


(l." 


வோம் . 71 ஆம் காகக்செழுவை , 


அல்லது D " y எனக் 


குறிப்பிடலாம் . 
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சார்பை y = f ( x ) எனக் குறிப்பிட்டால் வகைக் கெழுக் 
களை முறையே , Nn) அல்லது , , , ........ yn எனக் 
குறிப்பிடுவோம் . அவை முறையே f ( x ) , f (x ) ........ f " ( x ) 
என்ற மதிப்புகளைப் பெறும் . 


அடிக்கடி உபயோகப்படும் சில சார்புகளின் 1 ஆம் 
வகைக் கெழு : 


1 . 


y 


( ax + b ) எனக் கொள்வோம் . 

m ( ax + b ) m -1 
y , = m ( m - 1 ) . a ( ax + b ) m - 2 


gI 


- 


gna = m ( m - 1 ) ( m - 2 ) ... ( m - 7 + 1 ) . a x (ax + b ) " - " . 


2 . 


y 


9 


( ax + b ) - ஆனால் 
( - 1 ) ( ax + b ) -2 . a 
( - 1 ) ( - 2 ) . ( ax + b ) -3 . a 


Y2 


: 
: 


ஆகவே yn == ( - 1 ) ( - 2 ) ... ( - 1 ) . ( ax + b )-1-1 , ak 

- 1 ) " .1 ! . an 
( ax + b ) n + 1 


= 


3. 9 


log ( ax + b ) ஆனால் 


y 


= a . ( ax + b ) -1 
ax + b 


9. ஐத் தொடர்ந்து ( m - 1 ) தடவைகள் வகையிட்டால் , 
yn = a . ( - 1 ) -1 - ( m - 1 ) ! . a - 1 . ( ax + b ) -n - 1-1 
( -1 ) ^ - 1 . ( m - 1 ) ! . an 

( ax + b ) " 


4. y 


sin ( ax + b ) ஆனால் 


Y : = cos ( ax + b ) . a = a . sin 


(5 + ax + b) 


வகைக் கெழு 
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32 = - sin 

- sin ( ax + b ) . a = a sin 


(( 2. ; + ax + b ) 


.. 


9. == al - sin 

sill [ 1 


(1.3 + as + s ) 


5. அதேமாதிரி , y = cos ( ax + b ) ஆனால் , 


= an 


COS 


( ” 


1 ) 


77 

+ ax + 4 
2 


குறிப்பு : ( i ) y = sin x ஆனால் 


D " g- sin ( " + -) 


( ii ) y = cos x ஆனால் 


D " y = cos 


T 
2 


+ = ) 


6. y = 


31 = eta 


= ear sin ( bx + c ) ஆனால் 

cos ( bx + c ) . b + sin ( bx + c ) . aeae 
a = r cos , b = r sin ) எனக் கொள்க . 


ஃ Y = ea cos ( bx + c ) . r sin ( + sin ( bx + c ) . eas . r cos , 

.1 [ sin ) cos (bx + c ) + cos p sin ( bx + c ) ] 
ear . r . sin (bx + c + p ) 


= 


eas 


= 


அதேமாதிரி கணக்கிடுகையில் , 


4 , = etc - r " - sin ( bx + c + 29 ) ஆகிறது . 


ஆகவே , 9 % = c " . 


7 " . sin ( bx + c + mp ) ஆகும் . 


b 


இங்கு , r = Va + 5 ; tans 


ஆகும் . 


7. அதேமாதிரி , y = ea .. cos ( bx + c ) ஆனால் 

yn = ear . r " cos ( bx + c + mp ) 
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3.9.3.1 7 ஆம் தொடர் வகைக்கெழு காணப் பகுதி பின் 
னங்கள் முறை ( nth differential coeficient by method of partial 
fractions ) . 


மாதிரி 1 . 


ஐ 2 


வின் 1. ஆம் வகைக்கெழு காண்க . 
( w + 1) : ( +2 ) 


2 : 2 


g 

( x + 1 ) " (x + 2 ) 
பகுதி பின்னங்களாகப் பிரிக்கையில் 

A B 
+ 

+ 
( w + 1 )? ( x + 2 ) T + 1 ( x + 1 ) Te + 2 
= A ( x + 1 ) ( x + 2 ) + B ( x + 2 ) + C ( x + 1 ) * 
A = - 3 ; B = 1 ; C = 4 . 


.. 


3 1 

4 
+ 

+ 
x + 1 (x + 1 ) ? 3 + 2 


(a +1) (x +2 = [ + 

D "[ ay 15 (s+ z ] 
= [ 


3 ( -1 } 74 + n ! , ( -1) * - ( n + 1 ) ! 4 ( - 1 ) . n ! 
+ 

+ 
( x + 1 } n + 1 ( w + 1) +2 ( x + 2) + 


-- 


] 


- 1 


மாதிரி 2 . 

cos 2s sin 31 என்ற சார்பின் 11 ஆம் வகைக்கெழு காண்க , 


g 

= cos 2x sin 3x 


1 

( sin 5x + sin x ) 
2 


gr = 


+ [ se , sin (tr + * } ) + sin ( = + "*" )] 


மாதிரி 3 . 


1 
+ a ? 

ஆனால் , 3n- இன் மதிப்புக் காண்க . 


1 
+ a 


y 


1 
- 


1 
( x + ia ) (x - ia ) 


2 
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பகுதி பின்னங்களாக்குகையில் 


| 


1 


1 
ai 


- 


g | 


] 


2ai 


+ ai 


[ 
[ 


yn = 


1 

( -1) ^ . ! 
bai ) ( x - ad ) + 


( - 1 ) . n ! 
( x + ai)n + 


1 


- 


( - 1 ) . 17 ! 

2ai 


[ 


1 
x - ai ) +1 


(a+ athi + ) 


மாதிரி 4 . 

sin ecos 8 இன் 1 ஆம் வகைக்கெழு காண்க 


cos e + i sin a 


- 


1 


= cos e - * sin a 


1 


1 


x + 


2 cos e ; x 


2i sin a 


0 


5 


( 2i ) sin e 


5 


28 . sing cose 


2 " cas 4 - (= ++ ) 

= ( 
( 2 - 1 ) 
( - - - ) ( = ++ ) 
( 

( 
- (r - 3.----) (r + } +2 ) 
- [[ -- } } +2 (---) - 2{-- 3 ) -6 (= - } ]] 


3 


1 


2 


x + 


+ 


21 


[ 2i sin 88 + 2 . ( 2i sin 69 ) - 2. ( 2 ) sin 40 ) 

6 ( 2i sin 20 ) ] 


- 


- 27 . sin a cose 


[ sin 88 + 2sin 60 - 2sin 40 


6 sin 20 ) ] 
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T 


Dr [ sin e cos 0 ] 


--- 


- 


1 
27 


[s" sin ( se 


Sna sin [ 88 + 


2 


TTT 
+ 2 . 6 sill [ 68 + 

2 


sin ( 69 


707 
- 2 , 41 sin [ 40 + 

2 


- 6 . 21 sin 


20 + 


" ") ] 


39.4 வகைக்கெழு அடங்கிய சமன்பாடுகளின் அமைப்பு 
( Formation of differential Equations ) . 


w , y என்ற மாறிகளுக்கிடையே உள்ள தொடர்பு கொடுக் 
கப்பட்டால் , x , y , 0 ஐப் பொறுத்த முன் வகைக்கெழு , இவை 
அடங்கிய ஒரு தொடர்பு பெரும்பாலும் காண முடியும் . 
அந்தத் தொடர்பைத்தான் வகைக் கெழு 

கழு அடங்கிய சமன் 
பாடு ( Differential Equation ) எனச் சொல்வோம் . 


மாதிரி 1 . 

என்றால் ( 1 - 3 ) ) , - My - ay = 0 என்ற சமன் 
பாட்டை நிறுவுக . 


Sint - 1 


y = er 


y 


eusis - 13 


இருபுறங்களிலும் x ஐப் பொறுத்த வகைக்கெழ்கண்டால் 


a . 


- 1 


9 . 


etsan ) 


. 


M1 - M 


V1 - w ? , y = a . 

easin - l x = 


M = 0 . 3 

ay 


( 
1 
) 


தொடர்ந்து ஐப் பொறுத்து வகையிட்டால் 


VI - 2 . J + Y . 


] 

( - 2x ) = a . 1 . 
201 - 2 


= ay . .VI 


( 1 - w ) 9 , - xy : 

= a . ay ( ( 1 ) ன் மூலம் ) 
( 1 - x ) 37 - xy : - a y = 0 . 
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39.5 லீபினிட்சின் தேற்றம் ( Leibnitz s Theorem ) . 


சார்புகளிரண்டின் பெருக்கத்தொகையின் 11 ஆம் வகைக் 
கெழு காண இத்தேற்றம் பயன்படுகிறது . 


2 , 3 என்பவை ன் இரு சார்புகளாக இருப்பின் , 
Dn ( ur ) = unv + uC, 241-1 0 : + 1C , un-, , + 

+ 1C .. una - ro + ... + un 
என்பது தேற்றமாகும் . 


உய்த்தறிதல் முறைப்படி தெரிப்பு ( Proof by method of 
Induction ) . 


D " ( aur ) = tv + nC , 21-; + nC , 21 , -- 2 + 

+ 123C ,. . . - . + 


+0, 


( A ) 


12 


m ன் மதிப்பு m ஆக இருக்கையில் தேற்றம் உண்மையாக 
விருக்கட்டும் . அப்பொழுது 
Dm ( un ) un 1 + mC un-- 1 + mC , lynx- , , -- .. 
+ TIC 26- . + 

( B ) 


= ht 


+ om 


= 


பக்கங்களையும் 2 ஐப் பொறுத்த வகைக் கெழு 
கண்டால் 

Dn + 1 ( un ) ( un-- * + um 3 , ) + mC , (1/mv/ + um- 32) 
+ mC , (um - 1 32 + un-- 0 ; ) + ... + mCr- ( alm - r +2V 
+ 24n - r + 1 ) + mC, (um- > / + ) + 
+ ( u , un + ur + ) 

2um + 1 + 2 , 3 , ( 1 + nC ) + um- 3 , ( mC , + mC , ) 

+ ... + am - r + , 3 ,. ( mCr- + mCr ) + ... + uom + 
mCr + mC ( m + 1 ) C .. 
mC , + mC , ( m + 1 ) C , 

mC , + mC . ( m + 1 ) , என்பது தெரிந்ததே . 
ஆதலால் , 
Dm + 1 ( un ) = um + 3 + { m + 1 ) C , um v . + ( m - + 1 ) C , um- 3 , 
+ ... + ( m + 1 ) Cr um - r + 1 , + 

( C ) 


+ 200+ 
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12 


இத்தேற்றம் , n = m என்ற மதிப்புக்கு உண்மையாகில் , 

( am + 1 ) என்ற ம திப்பிற்கு உண்மையாகும் . ஏனென்றால் 
B ஐயும் 

C ஐயும் ஒப்பிட்டுப் பார்க்கையில் அவை ஒரே 
உருவத்தைப் பெற்று , 1 இருக்கிற இடத்தில் ( m + 1 ) எழுதப் 
பெற்றிருக்கிறது . 11 - 1 என்ற மதிப்புக்குத் தேற்றம் உண்மை 
என்பதைக் கண்டோம் . ஆகவே , 13 == 2 என்ற மதிப்பிற்கும் ,, 
அதேமாதிரி n = 3 , முதலிய 11 ன் எல்லா முழுவெண் 
மதிப்புகளுக்கும் உண்மையெனக் காணலாம் . 


மாதிரி 1 . 


9 


log x 

ஆனால் 
2 


( 1g 


23 


+ 6x2 


+ 40 


4y = 0 | 


day 

tly 

என்று நிரூபித்து , 
dxi dd . 

dl.c 
லீபினிட்சுத் தேற்றத்தை உபயோகித்து , இதைத் தொடர்ந்து 
3 தடவைகள் வகையிடவும் . 


log 2 


9 - log 


ay 


log x 


....... 


( 1 ) 


* ஐப் பொருத்த வகைக் கெழு கண்டால் 


1 


y + y . 20 


( அ.து ) xy + 20 y - 1 = 0 ........ 


1 


( 2 ) 


தொடர்ந்து வகையிட்டால் 

Ty , + y - 3x + 202y , + y . 4x = ( 0 
( அ.து ) y , + 5xy + 4xy () ....... 


( 3 ) 


தொடர்ந்து மேலும் வகையிட்டால் 
xy : + y . 33 + 5xy, + y . 10x + 4w . y + y . 4 = 0 
x y : + 8xy , + 14xy + 49 - 0 .... 

( 4 ) 


2 


( 3 ) ஐ 


ஆல் பெருக்கினால் 


- 2xy . 


10xy 


8y = 0 .... 


( 5 ) 
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வகைக் கெழு 


( 4 ) + (- ) ) ஐக் கண்டால் 

x " y : + 6xy , + 4.xy ; 


- 4y 


4y == 0 .. 


( 
6 
) 


லீபினிட்சுத் தேற்றத்தை உபயோகித்துத் தொடர்ந்து 3 
தடவைகள் வகையிட்டால் 
[ ry : + 3C , ( 3.r " ) - 35 + 3C . ( Hx ) y + 3C , ( 6 ) . y . ] + [ 6. " . y , 

+ 3C , ( 126 ) y : + 3C , ( 12 ) . ya ] + [4xy: + 3C , ( 4 ) y . ) - 4y : = 0 
உறுப்புக்களைச் சீராக அமைத்தால் 

ys + 150 ° ys + 34y / + 50y : = 0 


மாதிரி 2 . 


y 


a cos ( log x ) + b sin ( log :) ஆனால் 


7 


தடவைகள் 


என் 


y , + xy : + y = ) 
ற 

சமன்பாட்டை நிறுவி , அஃதை 
தொடர்ந்து வகைக் கெழு கண்டு 

ry . + 2 + ( 2n + 1 ) xyn + / + ( 13 + 1 ) in 
என்று நிறுவுக . 


0 


y 


a cos ( log x ) + b sin ( log x ) 


1 


1 


- 


-- 


a sin ( log x 


91 


+ b cos ( log x ) . 


20 


ry | 

a sin ( log x ) + b cos ( log x ) 
தொடர்ந்து வகையிட்டால் 


- 


1 


1 


-- 


xy , + 9 . 


a cos ( logr ) 


b sin ( logic ) 


My + xy [ a cos ( log c ) + b sin ( log x ) ] 
y , + eg : 

y 


- 


29, + xy + y = 0 
7. தடவைகள் தொடர்ந்து லீபினிட்சுத் தேற்றத்தை 
உபயோகித்து வகையிட்டால் 
Tyn + nC , ( 23 ) - In + 1 + nC , ( 2 ) yr + 

cyn + l + nC ( 1 ) y + y = 0 
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1 ) 


1. ( m 
( அ.து ) y + 2 + 2nxyn - 1 + 

2. + 91141 
12 

+ 10g + + gn 
( அ.து ) oyn + 2 + Tyn + ( 2n + 1 ) + ( m + 1 ) gn 0 . 


= ) 


பயிற்சி 21 


கீழ்வரும் சார்புகளுக்கு 11 ஆம் வகைக் கெழு காண்க . 


2 


1 . 


3 
( x + 1 ) ( 20 - 1 ) 


2 
. 


( x - 1 ): 

( x + 2 ) 


20 


3 . 


1 
40 + S + 3 


4 . 


( 3 - 1 ) ( x - 2 ) 


1 


5 . 


6. sin w . 


4 : 2 - 1 


7. cos w . 


8. sin e cos 9 . 


9 . 


cos X cos 2x cos 3x . 


10. sin x sin 2x . sin 3c . 


11 . 


e40 sin x . 


day 


12. y - 3aa + = 0 ஆனால் 


2a x 
+ 
d dx² g 


0 என்று காண்க . 


day 


13 . 


a ( t - sin t ) ; 


a ( 1 + cos t ) ஆனால் 

1 + 


3 


dx ? 


t- ன் சார்பாக எழுதுக . 


14. aa + 2hxy + by = 1 ஆனால் Dry 


? ab 
( ha + by ) 


எனக் 


காண்க . 


= 0 


15. y = sin ( m sin - 1c ) ஆனால் ( 1 - W2 ) J , - xy + my 
என்று நிறுவுக . 


16. 3 


( sin - 10 ) என்றால் ( 1 - 0 ) 3. - My - 2 = 0 என்று 


நிறுவுக , 
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17 . 


sin a , y 

) 32 


sin pg என்றால் 

ay + Py = 0 


( 1 


என்று நிறுவுக . 


18. 9 


= easis - X என்றால் 
y 

( 1- 2 ) ya + - ( 2n + 1 ) Mya + - (1 + ar ) 9. = 0 


எனக் காண்க . 


19. y + y -17 27 என்றால் 

( 3 - 1 ) gn + 2 + ( 2n + 1 ) ayi + + ( m - m ) In = 0 


எனக் காண்க . 


20. cos - 1 

1 


( 1 ) 


13 


log (6 ) 


என்றால் 


ya + , + ( 20 + 1 ) an+ + 2y = 0 


எனக் காண்க . 


21. y = ( x + Vi + a ? m; என்றால் 

(1+ : ) In + , + ( 2n + 1 ) aym + : + ( m - m ) YA = 0 
எனக் காண்க . 


22. y 


( 1 - c ) 


" re 


e 


dy 
என்றால் , ( 1 - w ) is 

Kxy என்பதை 
( m + c ) ya megh- = 0 என்பதைக் 


நிறுவி , ( 1 - x ) In + 1 
காண்க . 


dy 


23. w = log t , y 


( t + t - 1 ) 

2 


ஆனால் 


= y 


9 என நிரூபி . 


dx² 


4 . 


வகைக் கெழுவின் பொருள் 


4.1 


dy 
வடிவியலில் குறிக்கும் பொருள் . 

dx 


y 


8 ,( tAX ,y + by ) 


P ( 
x 
, 
y 
) 


IR 


M 


N 


x 


படம் 3 


படத்தில் P ( x , 3 ) என்பது நிலையான புள்ளி . Q ( x + x , 
y + Ay ) என்பது P ன் அருகாமையிலுள்ள நகரும் புள்ளி . 
PQ ஒரு நாண் . PT என்ற கோடு , வளை வரைக்கு P இல் போடப் 


பட்ட தொடுவரை ( tangent ) . PTX என்ற கோணம் தொடு 
வரையின் 

போக்கை ( directic ! ) க் குறிக்கும் . 11 = f (a ) 
வளைவரையின் சமன்பாடாக விருக்கட்டும் . P , Q விலிருந்து 
f M , QN என்ற தத்துக்கோடுகள் : ஆயத்துக்கு வரைவோம் . 
P யிலிருந்து PR என்ற குத்துக்கோடு ( க்கு வரைவோம் . 
Q என்ற புள்ளி , 1 ஐ நெருங்கினால் PA என்ற நாண் , PT 
என்ற தொடுவாரையின் மேல் பதியும் . 
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ஆகவே PTX = L ! PSX 

Q > P 


Lt ÊR 


Q > 


A 


tan PTX 


Lt ian QPR 
Q > P 


Lt Ay 
Q > P / \ x 


Lt Ay 
Am > 0 AM 


dy 
dx 


ஆகவே 


dy 
dx 

என்பது , ( 3 , y ) என்ற புள்ளியில் போடப் 
படும் தொடுவரையின் சாய்வு விகிதம் ( gradient ) என்ற 

dy 
பொருளை உடையதாகும் . இதுதான் வடிவியலில் க்குரிய 

dx 


பொருள் . 





dy 


க்கு மற்றொரு பொருளும் நாம் காண முடியும் . மதிப்பு 
dx 
மாறுவதால் மதிப்பு மாறும் . நன் மதிப்பு எவ்வளவு மாறி 
யுள்ள தோ அதற்கும் ன் மதிப்பு எவ்வளவு மாறியுள்ளதோ 

dy 
அதற்குமுள்ள விகிதத்தைத்தான் குறிக்கும் . ஆகவே 

dx 


dy 
* ஐ 2 , 3 அளவு மாற்றங்களின் வீதத்தைக் குறிப்பதாகக் 
கொள்ளலாம் . இதனை மாற்றுவீத அளவை ( Rate measurer ) 
எனக் கொள்ளலாம் . இப்பொருளைக் கொள்ளும் பொழுது , 

ds 
நாம் கார் முதலான ஓடுபவைகளின் வேகத்தை என்றும் , 
dv 

do 
வேகமாறு வீதத்தை என்றும் , கோண மாறு வீதத்தை 
.dt 

dt 
என்றெல்லாம் குறிப்பிட முடிகிறது . 
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4-2 தொடுவரையும் , செங்கோடும் ( Tangent and Normal ) 


y = f ( a ) என்ற சமன்பாடு வளைவரையைக் குறிக்கட்டும் . 
( x , y ) என்ற புள்ளியிலிருந்து தொடுவரை வரைந்து , அஃது 
0 ஆயத்தின் மிகைப் போக்குடன் 0 என்ற கோணத்தை 
dy 

dy 
ஏற்படுத்தினால் , i : 11) ( ) எனக் கண்டோம் . 

( 3 , y ) 
dix : 

dis 
புள்ளியிலிருந்து போடப்பட்ட தொடுவரையின் சாய்வு 
விகிதம் ( Slope or gradient of a tangent) எனவும் கண்டோம் . 
வளைவரையின் சமன் பாடும் , தொடுவரை வரையப்படும் 
புள்ளியும் கொடுக்கப்பட்டால் , தொடுவரையின் சமன் 
பாட்டையும் , செங்கோட்டின் சமன்பாட்டையும் கணக்கிட 
முடியும் ( Equation to the tailgent and normal at the point ) . 


4.2.1 . தொடுவரையின் சமன்பாடு . 


வளைவரையின் சமன்பாடு 1 f (3 ) ஆக இருக்கட்டும் . 
P ( tc , y ) என்ற புள்ளி வளைவரையின் மேல் இருக்கட்டும் . 
அப்புள்ளியிடத்துத் தொடுவரை வரைவோம் . தொடுவரை 
யின் சாய்வு வீதம் 

( day ) 
dia 
( w , 9 ) 

[dy 
ஆகவே , m = tan a 

(l. 

( 3 , 9 ) 
தொடுவரையின் சமன்பாடு ஆயத்தொலை வடிவகணித 
ரீதியாக 

y - 9 : = n ( x - 3 ) 

| dy 
g - y1 = 

( x- 2 , ) என்றாகும் . 
(lix 

( w , y . ) 


4.2.2 செங்கோட்டின் 
Normal ) . 


சமன்பாடு ( Equation to 


the 


P ( 3 , 1 ) வழியாகத் தொடுவரைக்குச் செங்குத்தாகச் 
செல்லும் கோடு .. செங்கோடு ( Normal ) எனப்படும் . 


dy 


தொடுவரையின் சாய்வு வீதம் = m = 

dx 

( 3 , y ) 
செங்கோடு தொடுவரைக்குச் செங்குத்தாதலால் 
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செங்கோட்டின் சாய்வு வீதம் 


1 
( dy 

dx 


(39 ) 
செங்கோட்டின் 


ஆகவே , P ( x , 3. ) வழியாகச் செல்லும் 
சமன்பாடு என்னவென்றால் 


3 - y = 


1 

( x - 3 , ) 
dy 
da ) 

( 8 , 3 :) 


dy 


( 0 - 3 ) ( 


+ ( x - x ) = ) 

0 | 


( x , y ) 


4.2.3 . குறிப்பு : வளைவரையின் சமன்பாடு y = f ( x ) ஆக 
விருந்தால் 


dy ) 
dx 

( w , y ) 


= f ( a ) 


ஆதலால் , தொடுவரையின் சமன்பாடு 

y- y = f ( v . ) ( x - 8 ) 
செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

( y - y ) f ( c ) + (ar - c ) = 0 


மாதிரி 1 . 

agy = என்ற வளைவரையின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளியில் 
போடப்பட்ட செங்கோடு , 3 , 3 ) அச்சுக்களில் , ஆதியிலிருந்து 
சம நீளமுள்ள துண்டுகளை ஏற்படுத்தினால் அப்புள்ளியின் 
3 ஆயத்தைக் காண்க . 


அப்புள்ளி ( x , y ) ஆகவிருக்கட்டும் . செங்கோட்டின் 
சமன்பாடு என்னவெனில் 


dy 


( 9- y ) + ( x - a , ) = 0 

dx 


dy 
9 

+ 8 = x + y 
dx 


dy 
dx 


இ . 1-11 
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T 


day 
1. + 91 dle 


y 
dy 


1 


+91 am 
dy 
dx 

dy 
= x + 91 ds 


X வெட்டுத்துண்டு 


dy 
x + y1 am 

dy 


Y வெட்டுத்துண்டு 


dx 


கணக்கில் கொடுக்கப்பட்டபடி 


dy 


x + y1 ds 


x , + y . 


dy 
dx 


|| 


dy 
dx 


dy 


= 1 


dx 


ay ? 
dy 
dx 


2ay 


32 


dy 
dx 


- 


322 
2ay 


2 


( 2 ) 


dy 
dx 


35 , 
2ayi 


T 91 


3 : 


. 


1 


2ay . 


3 


2 


2ay . 
30 


91 


; 
24 


( x , , . ) வளைவரையில் உள்ளதால் 


எ . ( ) - 
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. 


| 


4a 
9 


ஆகவே , அப்புள்ளியின் 


8 ஆயம் 


40 
9 


மாதிரி 2 . 


4 


y 

என்ற வளைவரையின் (2 , - 2 ) இடத்துத் தொடு 
வரையின் சமன்பாட்டினையும் , செங்கோட்டின் சமன்பாட் 
டினையும் காண்க . 


3 


y 


4 


* ஐப் பொறுத்த வகைக் கெழு கண்டால் 

( 4 - x ) - 30 - ( -1 ) 

( 4- 2 ) 


2y gi 


1202 - 3x + 

( 4- ) 


1202 20 

( 4- x ) 


dy 

= gi 
dx 


1212 2x3 
2y ( 4 - c ) 


48 - 16 


( * 


dy 
dx 


2 


4 ( 4 ) 


( 2 , - 2 ) 


தொடுவரையின் சாய்வு வீதம் 


* 


-- 


2 


- 


புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 


( 2 , - 2 ) 


தொடுவரையின் சமன்பாடு என்னவென்றால் 


y + 2 


2 ( w - 2 ) 


20 + 4 


20 + ! - 2 = 0 
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செங்கோட்டின் சமன்பாடு 


1 


செங்கோட்டின் சாய்வு வீதம் 


-- 


2 


- 


புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் = ( 2 , - 2 ) . 


செங்கோட்டின் சமன்பாடு என்னவென்றால் 


9 + 2 ) 


1 
2 


( w - 2 ) 


-- 


29 + 4 = 8 

2 
x - 2y - 6 = 0 


மாதிரி 3 . 
3 be- xla என்ற வளைவரை ஆயத்தைக் 

9 கடக்கும் 
y 
புள்ளியில் 

1 என்ற சமன்பாட்டை உடைய நேர் 

b 
கோடு தொடுகிறது என நிரூபி . 


+ 


a 


காண 


புள்ளியின் ஆயத்தொலைகளைக் 

வளைவரைச் 
சமன்பாடு y be - w / ஐயும் , ஆயத்தின் சமன்பாடாகிய 
X = 0 ஐயும் தீர்க்க வேண்டும் . 


y 
g 


be - 0 
b 


.. 


( 0 , b ) 


புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் 

g 

be - x / a 
dy 

] 
be - c / a 
dx 


( -1 ) 


b 


( * ) 


dy 
da 


( 0 , b ) 


b 


தொடுவரையின் சாய்வு வீதம் 


0 


தொடுவரையின் சமன்பாடு என்னவென்றால் 

b 
( w - 0 ) 


y - 6 - 


a 


ay - ab 


bx 
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bx + ay = 

ab 


++ * - 1 


1 


அப்புள்ளியில் இச்சமன்பாடு தொடுவரையாக அமைவதால் , 
வளைவரையைத் தொடுகிறது . 


மாதிரி 4 . 

y + x + 1 , 2y = x + 5x என்ற இரு வளைவரைகளும் 
( 1 , 3 ) என்ற புள்ளியிடத்துத் தொடுகின்றன என்பதையும் , 
தொடு புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் பொதுத் தொடுவரை 
யின் சமன்பாட்டையும் காண் . 


y 


W + x +1 


S 


dy 
dx 


3x2 + 1 


1 


( 2 ) 


dy 
dx 


4 


( 1 , 3 ) 


2y 


x + 5x 


2dy 
dx 


382 + 5 


( 2 ) 


dy 
dx 


= 4 


( 1 , 3 ) 


( 1 , 3 ) புள்ளியிடத்து 


( ) ன் மதிப்புகள் இரண்டு வளை 


வரைகளுக்கும் ஒன்றாகவே அமைவதால் , அவ்விருவளைவரை 
களும் ஒன்றையொன்று அப்புள்ளியில் தொடுகின்றன . 
பொதுத்தொடுவரையின் சமன்பாடு 


y - 3 = 4 ( w - 1 ) 


y - 3 


43 


4 


43 - y - 1 = 0 
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மாதிரி 5 . 

X அச்சுடன் 2/3 + 1/3 al என்ற வளை வரையின் செங் 
கோடு ஆயத்துடன் என்ற கோணத்தை ஏற்படுத்தி 
னால் , செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

y cos ) - x sin - = a cos 29 என நிரூபி . 


வளைவரையின் மேல் எந்த ஒரு புள்ளியையும் 
x = a sin e , y a cos 0 எனக் குறிக்கலாம் . 


x = a sin a 


da 

= a . 3 sin a . cos I 
do 


dy 
do 


= a . ( - 3 ) cos e . sin a 


dy 
dx 


coto 


coto 


தொடுவரையின் சாய்வு வீதம் 
செங்கோட்டின் சாய்வு வீதம் 


tane 


செங்கோடு 3 ஆயத்துடன் என்ற கோணத்தை ஏற் 
படுத்துவதால் , 9 = ஆகும் . 


செங்கோட்டின் சமன்பாடு என்னவென்றால் , 


y - a cos , = tan p ( a - a sin p ) 


sin 


9 - a cos 


y cos ) 


( w - a sin ) 

cos ) 
x sin ) = a ( cos p - sin p ) 

= a ( cos ¢ + sin p ) ( cos p - sin p ) ) 
= a cos 29 


4 3 இரண்டு வளைவரைகள் ஒன்றை ஒன்று வெட்டும் 
பொழுது இடைப்பட்ட கோணம் ( Augle of Intersection between 
two curves ) . 


இரண்டு வளைவரைகள் வெட்டும் புள்ளிகளிடத்துத் 
தொடுவரைகளை வரைந்தால் , அத்தொடு வரைகளுக்குள் 
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டைப்பட்ட கோணத்தை வளைவரை வெட்டும் கோணம் 
எனச் சொல்வோம் . 


Y ) 


P 


* 


T2 


+ 


y 


படம் 4 


P என்ற புள்ளி வளை வரைகள் வெட்டும் புள்ளி . PT ,, PT , 
என்ற கோடுகள் P ல் போடப்பட்ட தொடுவரைகள் . என்ற 
கோணம் , தொடுவரைகளுக்குள் இடைப்பட்ட 

இடைப்பட்ட கோணம் . 
தொடுவரை களின் சமன்பாடுகள் 9 100 W + C ,, y mx + c , 
என்ற முறையில் அமையப் பெறலாம் . அப்பொழுது , m ; m , 
தொடுவரைகளின் சாய்வு வீதம் 

சாய்வு வீதம் ( gradient ) ஆகின் றன . 
இவைகளின் மதிப்பைக் கொண்டு இடைப்பட்ட கோணத் 
தைக் காணலாம் . 


m , 


110 


1162 


tall 9 


சி 
1 + 0,102 


அல்லது 


= 


1 + m 77 . 


இங்கு , தொடுவரையின் சமன்பாடுகள் தெரியா . ஆனால் 

dy 
my , m , என்பவை , வெட்டும் புள்ளியிடத்து ன் மதிப்புகள் 

da 


( 


ஆவன . 


4.3.1 பி . குறிப்பு : 17 , 11t , 1 ஆனால் , வளைவரைகள் 
செங்கோணத்தில் ஒன்றை ஒன்று வெட்டிக்கொள்கின்றன . 


மாதிரி 1 . 
w2 + y = 8 , 

232 29 
கோணத்தைக் காண்க . 


* 


என் 


ற 


வளைவரைகள் 


வெட்டும் . 


வெட்டும் புள்ளியைக்காண ரண்டு வளைவரைகளின் 
சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கவும் . 


gy - 21-18 == (0) 
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( y + 4 ) ( y - 2 ) = 0 
y = - 4 அல்லது 2 


பிரதியிடுகையில் , x = + V - 8 அல்லது + 2 


வெட்டும் புள்ளிகள் 


( 2 , 2 ) அல்லது ( 2 , - 2 ) 


+ y = 8 என் 

8 என்ற வளைவரைக்கு , 


( dy 

dx 


| 


y 


- 1 


(3 ) 2 


( 2 , 2 ) 


dy 


ஜீ = 2) என்ற வளைவரைக்கு , di 


= 2 


dy 
dx ) 

( 2 , 2 ) 


. 


m , = 


- 

1 ; ms = 2 
| m , - m , || 

3 ; 
| 1 + m , m., 


tan a 


| 


e = tan - 1 ( 3 ) 


மாதிரி 2 : 

+ y + x + 2y = 0 , xy + 20 = y என்ற இரண்டு வளைவரை 
களும் ஒன்றை ஒன்று ஆதியில் செங்கோணத்தில் வெட்டிக் 
கொள்கின்றன என்று நிரூபி . 


x + y + x + 2y = 0 


1 


dy 
dx 


- 


( 1 + 32 

2 + 3x 


= 


+ 


- 


2 


( 0 , 0 ) 


( 0 , 0 ) 


1 


m 


ப 


வ 


xy + 28 = y 


( 


dy 
da 


= [ + ] 


2 + y ) 

+ x 


= 2 


( 0 , 0 ) 


( 0 , 0 ) 
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ஃ 


= 


muz 


2 


ஃ 


m / ma 

- 1 
வளைவரைகள் ஆதிப்புள்ளியிடத்துச் செங்கோணத்தில் வெட் 
டிக் கொள்கின்றன . 


பயிற்சி 22 


பின் வரும் வளைவரைகள் தோறும் காட்டிய 
இடத்து , தொடுவரை, செங்கோடு ஆகியவற்றின் 
பாடுகளைக் காண்க . 


புள்ளி 
சமன் 


1 . 


( i ) y = 6 + x - , ( 2 , 4 ) ல் 
( ii ) x + 5y = 14 , ( 3 , 1 ) ல் 
( iii ) y = 4av , ( at , 2at ) ல் 
( iv ) x + y = a , ( a cos a , a sin o ) ல் 


( v ) wy 


xy = c , 


(a1, 1 ) ல் 


22 

+ 


yº 


( 
vi 
) 


- 


a2 


1 , ( a cos a , b sin o ) ல் 


b2 


2. ( 2 , 4 ) புள்ளியிடத்து 9 


6c 
c2 - 1 


என்ற வளைவரைக்குத் 


தொடுவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க . 


3. ( a , b ) என்ற புள்ளியிடத்து (* )" + (" )" 


= 2 என்ற 


வளை வரைக்கு , தொடுவரையின் சமன்பாடு 


y 
+ 
C 

b 


2 என 


நிரூபி . 


4. y = 2 ( 2a -- x ) என்ற வளைவரைக்கு எப்புள்ளியி 
லிருந்து போடப்படும் தொடுவரை 0 , 1 அச்சுகளுக்கு ஒரு 
போகாக அமையும் ? 

5. y = 6 + x- a , ( w - 1 ) = x + 2 வளைவரைகள் ( 2 , 4 ) ல் 
தொடுவன என்று நிறுவி , இப்புள்ளியிடத்துப் பொதுத் தொடு 
வரைக்குச் சமன்பாடு காண்க . 
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2-3 


6. = 


வளை வரையின் ( 1 , 1 ) இடத்துத் தொடுவரை 


2 


யின் சமன்பாடு யாது ? அத்தொடுவரையின் வளைவரையை 
வெட்டும் வேறு புள்ளி எது ? ( 1 , 1 ) இடத்துத் தொடுவரை , 
செங்கோடு , x = 2 என்ற வரை இம்மூன்றால் அமைந்த முக் 
கோணத்தின் பரப்பு யாது 

? 


7. x + y 

3 aag என்ற வளைவரையைப் பரவளையம் 
ay வெட்டும் புள்ளிகளிடத்து முதல் வளைவரையின் 
தொடுவரைகள் அச்சுக்கு ஒரு போகுக் கோடுகளாகும் 
என்று நிறுவுக , 


8. " + 1 
" " 

31.3 !} என்ற வளைவரையைப் பரவளையம் 
= ax வெட்டும் புள்ளிகளிடத்து முதல் வளை வரையின் தொடு 
வரைகள் ) அச்சிற்கு ஒரு போகுக் கோடுகளாகும் என்று 
நிறுவுக . 


1 


9 . 


1+ 


என் 


. ஆயத்தொலைகளை அமையப் 


V3 


பெற்ற புள்ளிகளிடத்து = x (a - 1 ) ( x - 2 ) என் 

) வளை 
வரைக்குப் போடப்படும் தொடுவரைகள் x அச்சிற்கு ஒரு 
போகாக அமையும் என நிரூபி . 


12 


yi 


? 


10 . 


(5 ) 


+ 


+ 


( 4 ) 


1 வளை வரையை 


என் 


P = x cos K + y sin x 

சமன்பாடுடைய 
தொடின் P " ( a cos ) + ( b sin x ) " என நிரூபி . 


கோடு 


11 . W = a ( e- sill 0 ) , y = a ( 1 - cos 8 ) வளைவரையில் 
9 புள்ளியிடத்துத் 

தொடுவரையின் சமன்பாட்டினைக் 
காண்க . 


12. N = 


W = a ( 0 + sin () ) , ! a ( 1 + cos ( ) என்ற 

சமன் 
பாடுகளைக் கொண்ட 

ஒரு வளைவரையில் இடத்துத் 
தொடுவரையின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . g 0 + T 
என்றவற்றின் நேர் நிலையான புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரை 
களுக்கு இடைப்பட்ட கோணம் 90 ° என்று நிறுவுக . 


13. வளைவரையில் இருக்கும் ஒரு புள்ளியின் 

புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் 3 = 3 cos () - cos g ; } 3 sin g - sin a . அவ் 
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வளைவரையின் ஏதாவது ஒரு புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டின் 


T 


சமன்பாட்டைக் காண்க . 


8 


என்று வரும் புள்ளியிடத் 


4 


துச் செங்கோடு ஆதிவழிச் செல்லும் என்று நிறுவுக . 


14 . w = a ( a + sin a ) , 3 ) = a ( 1 cos e ) வளைவரையில் 

இடத்துத் தொடுவரையின் சமன்பாட்டினைக் காண்க . 
9 இடத்துச் செங்கோடு ( ag , 2a ) வழிச்செல்லும் என்று 
நிறுவுக . 


15 . w , y அச்சுக்களுக்கிடையே அடைபட்ட x = a cos 0 ; 
9 a sin 0 என்ற வளைவரையின் தொடுவரைப் பகுதி நீளம் 
a என்று நிறுவுக . 


16. / x213 + 213 a { 3 வளைவரையின் தொடுவரை செங் 
கோடு ஆகிய இவற்றிற்கு ஆதியிலிருந்து வரையும் நேர் 
குத்துக் கோடுகளின் நீளங்கள் முறையே p , q என்றால் 
4p + q a என நிரூபி . 


17. y " an + 1 வளை வரையில் ஆயங்கள் வெட்டிய 
தொடுவரைப் பகுதியை 

நிலைத்த 

தகவுடைய இருபகுதி 
களாகத் தொடுகுற்று ( point of contact ) பிரிக்கும் என்று 
நிறுவுக . 


4a வளை வரைகள் வெட்டுக் 


18. ஐ - y 2a , + y 
கோணத்தைக் காண்க . 


-- 


வளைவரைகள் செங்கோணத்தில் 


19 . 

7 
y 

, 6y 
வெட்டும் என நிறுவுக . 


= 


5 
20. நீள்வட்டம் 43 + 9y = 72 , அதிபரவளையம் - y 
இவ்விரண்டும் செங்கோணத்தில் வெட்டிக் கொள்ளும் 
என்று நிரூபி . 


1 என்ற கூம்பு , வெட்டி 


21. + 

ax + by = 1 , AR + By 
கள் செங்கோணமாக வெட்டின் 


1 


1 


1 


-- 


1 
b 


= 


- 


என்று நிறுவுக . 


.. 


A 


B 
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4.4 தொடு கோட்டடி ( subtangent ) . வரை கோட்டடி 
( subilormal ) , தொடுவரை , செங்கோட்டின் நீளம் ( Length of the 
tangent and Normal ) . 


X 


X 


T 


0 


படம் 5 


PT , P ல் போடப்பட்ட தொடுவரை . PG , P வழியாகச் 
செல்லும் செங்கோடு . PM , P லிருந்து அச்சிற்குப் போடப் 
படும் நேர்குத்துக்கோடு . TM ஐத்தான் தொடு கோட்டடி 
(( subtangent ) 

சொல்வோம் . MG ஐத்தான் 
கோட்டடி ( subnormal ) எனச் - சொல்வோம் . ZPTM 
ஆகவிருக்கட்டும் . P ன் ஆயத்தொலைகள் ( x , y ) 
விருக்கட்டும் . 


எனச் 


வரை 

9 


ஆக 


தொடு கோட்டடி 


TM 


MP . cot a 


= 


y 
dy 
dx 


9 
9 . 


dy 


வரை கோட்டடி 


= y - 31 
MP tan 0 = y • ds 


- 


MG 


தொடு வரையின் நீளம் 


PT 


MP cosec a 


MPV1 + cote 


= 


y 


1+ ( H ) 


y Vi + y 


31 


செங்கோட்டின் நீளம் 


PG 


MP sec9 


MP.V1 + tan s 


= yV1 + 
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மாதிரி . 


y 


ben / a ன் தொடு செங்கோட்டடி மாறாதது என் றும் 


வரை கோட்டடி 


என்றும் நிறுவுக . 


w 


y 


= berla 


1 


g | 


31 


= b . ex / a 


= 


y 


தொடு கோட்டடி 


y 
y 


31 


a 


y 


வரை கோட்டடி 


y - 31 


Y 


. 


பயிற்சி 23 


3 


1. ! 

என்ற 

வளைவரையில் ( a , a ) புள்ளி 
20 
யிடத்து ஏற்படும் தொடு கோட்டடி, வரை கோட்டடி , 
தொடுவரை , செங்கோடு என்றிவற்றைக் காண்க . 


21 


2. 3 = 

ccosh 


என்ற கயிற்று வளையில் ( catenary ) 


C 


y 


( 1 ) செங்கோட்டின் நீளம் 


என்றும் , ( 2 ) குத்துக்கோட்டின் 


C 


அடியிலிருந்து ( foot of the ordinate ) தொடு வரையின் தூரத் 
தின் நீளம் மாறாதது என்றும் நிறுவுக . 


3. y = a ன் தொடு கோட்டடி மாறாது என நிரூபி . 


4. by ( x + a ) ன் தொடு கோட்டடியின் இருபடி , 
வரை கோட்டடிக்குத்தக வேறுபடும் என நிரூபி . 


5.y be - w ன் தொடு கோட்டடி ஆயத்தொலையின் 
இருபடிக்குத்தக வேறுபடும் என நிறுவுக . 


6. xm . I 

am + ? வளைவரையில் தொடு கோட்டடி 
* ஆயத்தொலைக்குத்தக வேறுபடும் என நிரூபி . 
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T. x = a cos e , y = a sin 0 வளைவரையில் 9 இடத் 
துத் தொடு கோட்டடி , வரை கோட்டடி , தொடுவரை செங் 
கோடு இவைகளின் நீளங்களைக் காண்க . 


8 . x = 1 ( cos t - t sin t ) , y = d ( sin t 

t cost) 

வளை 
வரையில் . இடத்துத் தொடு கோட்டடி , வரை கோட்டடி , 
தொடுவரை , செங்கோடு இவைகளின் நீளங்களைக் காண்க . 


9 . A = a ( e + sin a ) , y == a ( 1 - cos 8 ) வளைவரையில் 
G இடத்துத் தொடு கோட்டடி . வரை கோட்டடி தொடு 
வரை , செங்கோடு இவற்றின் நீளங்களைக் காண்க . 


! 


10 . = a log ( a - ) வளைவரையில் , தொடுவரை தொடு 
கோட்டடி என்றிரண் டின் கூட்டுத்தொகை ஆயத் தொலை 
களின் பெருக்கத் தொகைக்குத்தக வேறுபடும் என நிரூபி . 


4-5 . 


மாறிகளின் மாறு வீதம் ( Rate of change of variables ) . 


மாறிகளின் மாறுவீதத்தினை வகைக் கெழுவால் அளக்க 
லாம் எனக் கண்டோம் . 


மாதிரி 1 . 

ஒரு வட்டத்தின் ஆரம் நொடிக்கு 4 அங்குலம் வீதம் 
கூடுகிறது . ஆரத்தின் மதிப்பு 10 அங்குலமாயின் வட்டத்தின் 
பரப்பு எவ்விதத்தில் கூடும் ? 


நேரம் நொடியாக விருக்கும் பொழுது , ஆரம் , பரப்பு 
முறையே , A எனக் கொள்வோம் . 

A = Tr ? 


t ஐப் பொறுத்த வகைக் கெழு கண்டால் 
dA 

dr 

(lr 
= T , 2r . 21 
dt 

dt 

dt 


dr 
ult 


4 எனக் கொடுக்கப் பட்டுள்ளது . 


( 2 ) 


dA 
dt 


271 x 10 x 4 


T:= 10 


807 ச.அங்குலம் . 


பரப்பின் மாறுவீதம் 


8071 ச . அ . 
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ஏணி 


மாதிரி 2 . 
20 அடி நீளமுள்ள ஓர் 

சுவர்மேல் சார்த்தப் 
பட்டிருக்கிறது . அதன் அடிப்பாகம் நழுவிச் சுவருக்கு 16 
அடிக்கு அப்பால் இருக்கையில் ஏணியின் மேற்பாகத்தின் 

4 
வேகம் X அடிப்பாகத்தின் வேகம் என நிறுவுக . 


Y 


---- 


A 


வ 


X 


ULID 6 


ஏணியின் மேற்பாகம் பூ அச்சின் மேலும் . அடிப்பாகம் 
அச்சின் மேலும் படியட்டும் . நேரம் t நொடியாகவிருக் 
கையில் ஏணியின் அடிப்பாகம் ஆதியிலிருந்து தொலை 
விலும் , ஏணியின் மேற்பாகம் தொலைவிலும் 

இருக் 
கட்டும் . 

ஆகவே 


x - + y 

400 . 
t ஐப் பொறுத்த வகைக் கெழு கண்டால் 

dx dy 
20 + 2y 

0 
dt 

I ati 


. 


16 ஆக இருக்கையில் , y 


= 


12 ஆகும் . 


* = 


dy 


29 


2w 


dx 
dt 


dt 


dij 


W 


dx 


dt 


y at 


( 4 ) 


dy 
dt 


== 


16 ds 
12 : dt 


W = 16 


1-12 
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--- 


4 
3 


ds 
dt 


குறைக் குறி ( - ) ஏன் வருகிறது என்றால் ஏணியில் மேற் 
பாகம் நழுவும் திசை ! ஆயத்தொலை குறையும் திசையில் ( B , 
0 ஐ நெருங்குகிறது ) நகருகிறது . 


பயிற்சி 24 


1. ஒரு வட்டத்தின் ஆரம் நொடிக்கு 2 அங்குலம் வீதம் 
கூடுகிறது . ஆரத்தின் மதிப்பு 200 ஆயின் வட்டத்தின் பரப்பு 
எவ்வீதத்தில் கூடும் ? 


2 . கோளவடிவான ஒரு பலூனில் நொடிக்கு 10 கன 
அங்குலம் வீதம் காற்று அடைத்துக் கொண்டே இருப்பின் 
அதன் ஆரம் 15 அங்குலம் ஆகுங்கால் ஆரம் எவ்வீதத்தில் 
கூடும் ? 


3. கூம்பு 

வடிவான ஒரு பாத்திரத்தின் உயரம் 10 
அங்குலம் . ஆரம் 5 அங்குலம் . நிமிடத்திற்கு 11 கன அங்குல 
வீதம் அதனுள் தண்ணீர் 

நிரப்பப்படுகிறது . தண்ணீர் 
மட்டம் 4 அங்குலத்திற்குக் கீழ் ஆயின் அது எவ்வீதத்தில் 
உயரும் ? 


4 . ஒரு வட்டக் கூம்பின் ஆரம் நிமிடத்திற்கு 5 அடி வீதம் 
கூடுவதாகவும் , அதன் உயரம் 2 அடி வீதம் குறை வதாகவும் 
இருப்பின் , ஆரம் 15 அடி ஆகவும் , உயரம் 24 அடி ஆகவும் 
இருக்கும் பொழுது அதன் கன அளவு எவ்வீதத்தில் மாறும் . 


5 . 2 அங்குல ஆரம் , 4 அங்குல உயரமுள்ள வட்டக் 
கூம்பான ஒரு வடிதாள் வழியாக நிமிடத்திற்கு 2.25 க.அ. 
வீதம் நீர் வடிந்தால் நீர்மட்டம் 3 ! குறையும் பொழுது கன 
அளவு எவ்வீதத்தில் குறையும் ? 


6 . சுவர்மீது சாத்தப்பட்ட 10 அடி நீளமுள்ள ஓர் ஏணி 
யின் அடிப்பாகம் நழுவிச்சுவரிலிருந்து 8 அடிக்கப்பால் இருக் 
கையில் அடியின் வேகம் நொடிக்கு 2 அடி ஆயின் , மேற் 
பாகம் எந்த வேகத்தில் கீழ் இறங்கும் ? 
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7 , 6 அடி உயரமுள்ள ஒருவன் 15 உயரத்தில் தொங் 
கும் ஓர் விளக்கின் நேர் கீழிடத்திலிருந்து 175 அடி வீதம் 
நடந்து சென்றால் , அவனது நிழலின் நீளம் எந்த வீதத்தில் 
கூடும் ? 


8 . 

6 அடி உயரமாகவுள்ள ஒருவன் மணிக்கு 3 மைல் 
வீதம் 20 அடி உயரமுள்ள ஒரு விளக்குத் தூணிலிருந்து 
நடந்து 50 அடிக்கப்பால் செல்கையில் அவன் தன் நிழலின் 
வேகம் என்ன ? 


9 . சமபக்க முக்கோணத்தின் ஒவ்வொரு பக்கமும் 
மணிக்கு 2 அங்குல வீதம் கூடுகின்றது . அதன் பக்கம் 11 ) 
அங்குலம் ஆயின் அதன் பரப்பு எந்த வீதத்தில் கூடும் ? 

10. 12 அங்குல ஆரமுள்ள அரைவட்ட வடிவமுள்ள 
கிண்ணத்தில் நிமிடத்திற்கு க . அடி தண்ணீர் நிரப்பப்படு 
கிறது . தண்ணீரின் மட்டம் 8 அங்குல ஆழத்திலிருக்கும் 
பொழுது , அது எந்த வீதத்தில் கூடுகிறது எனக் காண்க . 


46. திசைவேகமும் , திசைவேக மாறுவீதமும் ( Velocity 
and Acceleration ). 


V 


V + AV 


4 


- - --- 


AS 


A 


( t + at ) 


படம் 7 


A என்பது ஒரு நிலைப் புள்ளி . அதிலிருந்து புறப்பட்ட 
ஒரு பொருள் 8 தூரத்தை , 1 மணியளவில் கடந்து , 
வேகத்தைப் பெற்றிருக்கட்டும் . அப்பொருளை இன்னும் குறு 
கிய காலத்திற்கு ( At மணியளவுக் 3 ) ஓட்டி , / s தூரத்தை 
அந்நேரத்தில் கடக்கும் என்று வைத்துக் கொண்டால் PQ 

As 
தொலைவு கடக்கும் நேரத்தில் அதன் வேகம் = P ல் வேகம் 


4 


Lt 


ப 


தேவையாயின் , ( P ஐ நெருங்கும் அவ்வமயம் At > (I. 
ஆகவே P ல் வேகம் 

Δ8 
At- > 0 At 

ஆனால் P ல் வேகம் 
எனக் கொண்டுள்ளோம் . 

இ . 1-12 
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... 


ds 
dt 


( 1 ) 


* 


ஃ . 


திசைவேகம் 


dds 
dt 


. Q ல் வேகம் ( - + U ) எனக் கொண்டால் , PQ ஐ 
கடக்கும் பொழுது வேக மாற்றம் = /\ 0 . கடக்கும் காலம் Ata 


சராசரி வேக மாறுவீதம் 


Δυ 

At 


P ல் திசை வேக மாறுவீதம் 


Lt Δυ 

> 0 / t 
do 
dt 


திசை வேக மாறுவீதம் 


ds 
dt 


d ds 
dt dt 


( 43 


des 
dt2 


மாதிரி . 

ஒரு பொருள் ( நொடியில் செல்லும் தூரம் 8 = aet + be 
என்ற சமன்பாட்டால் குறிக்கப்படுகிறது . அதன் திசை வேக 
மாறுவீதம் அதன் தூரத்திற்குச் சமம் என்று நிறுவுக . 


S = 


aet + be - t 


ds 
திசை வேகம் 

di 


aet - be - t 


dPS 
dt2 


திசை வேக மாறுவீதம் 


aet + bet = 3 


= 


மாதிரி 2 . 
ஓர் . சுழலுருளை t நொடியில் 

t நொடியில் 8 சுற்றுகிறது . இங்கு 
e = 721 - 32 எனின் , 8 நொடிக்குப்பின் அதன் கோணமாறு 
வேகம் யாது ? 


9 


72t - 3t2 


= 
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வகைக் கெழுவின் பொருள் 


do 
dt 


-- 


கோணமாறு வேகம் 


72 - 6t 


do 
dt 


19) 


= 72 - 48 = 24 


24 ஆரையன் . 


பயிற்சி 25 


1. செங்குத்தாக உயர எறியப்பட்ட ஒரு பொருள் t 
நொடிப் பொழுதில் 8 அடி உயரம் செல்லுமாயின் 2 நொடிக் 
குப் பின் அதன் திசை வேகமென்ன ? அதன் திசை வேக 
மாறுவீதமென்ன ? S = 30t - 16t எனக் கொள்க . 


- . 


du dv 
2 . 

என்று நிறுவுக . 132 = s + 45 + 4 என்றால் 
dt ds 
புறப்பட்ட இடத்திற்கு 10 அடிக்கப்பால் அதன் திசை வேக 
மாறுவீதம் என்ன ? 


3. ஒரு நேர்கோட்டில் நகரும் புள்ளியின் தூர நேரச் 
சமன்பாடு s = t3 - 91 + 24t - 18 எனக் கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 
அஃதில் திசைவேகம் t ன் இருமதிப்புகளுக்குச் சுன்ன 
மாகும் என்று நிரூபி . திசை வேகம் சுன்னமாகும்போழ்து , 
திசை வேக மாறுவீதத்தை காண்க . 


4. நேர்கோட்டில் நகரும் ஒரு பொருள் , கடந்த தூரத்தை 
8 ஆகவும் , கடக்கும் நேரத்தை t ஆகவும் வேகத்தை 1 


ஆகவும் பெற்றால் , s = z vt ஆகிறது . திசை வேக மாறுவீதம் 
மாறிலி எனக் காண்க . 


5. நேர்கோட்டில் நகரும் புள்ளியின் வேகம் 
ஆகவும் , ஆதியிலிருந்து அதன் தூரம் ஆகவும் இருக்கை 
யில் a + by = 8 ஆகவிருந்தால் , அப்புள்ளியின் திசை வேக 
மாறுவீதம் * எனக் காண்க . 


5. மீப்பெரு மதிப்பும் , மீச்சிறு மதிப்பும் 

( Maxima and Minima ) 


5.1 

கூடுஞ் சார்பும் , குறையுஞ் சார்பும் ( Increasing and : 
Decreasing Functions ) . 


YI 


| 


P ( x , y ) 


( 


a ( x + LX.y +Ay ) 


P ( x , y ) 


Q6x + AX . 

y + 2y ) 


X 


X 


( 
) 


( ii ) 


படம் 8 


படம் ( i ) ஒரு கூடுஞ் சார்பின் வளைவரை . இதில் P ( x , ! ) 
என்ற ஒரு புள்ளிக்கு அண்மையில் வளைவரையின் மேல் 
Q ( +1 , + y ) எடுத்துக்கொள்ளப் பட்டுள்ளது . இங்கு 
Ax , 11 இவ்விரண்டும் மிகை எண்கள் . c ன் மதிப்புக் கூடக் 
கூட , பன் மதிப்பும் கூடுகிறது . ஆகவேதான் / x , Ay இவ் . 

A ! 
விரண்டும் மிகை எண்கள் , என்பது மிகைத்தகவு . 

AN 


Lt A ! 
Am > 0 0 


மிகை மதிப்பு 


( ly 


= மிகை மதிப்பு 
dr 


மீப்பெரு மதிப்பும் , மீச்சிறு மதிப்பும் 
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dij 


ஆகவே , y == f ( r ) ல் , f ( x) கூடுஞ் சார்பானால் 


ன் 


dx 


மதிப்பு அவ்விடத்தில் மிகை மதிப்பைப் பெறும் . 


படம் ( ii ) ஒரு குறையுஞ் சார்பின் வளைவரை . இங்கு யன் 
மதிப்பு மிகையாகையில் , உன் மதிப்புக் குறைகிறது . 
AM , + ve ஆகும் பொழுது , - ve ஆகிறது . 


A 
AW 


- 


Lt 2 
Ax > 0 / 


( அ.து ) 


dy 
dx 


( குறை மதிப்பைப் பெறும் ) . ஆகவே , 


1 = f ( e ) ல் , f ( x ) குறையுஞ் சார்பானால் 


ன் மதிப்பு 


அவ்விடத்தில் , குறை மதிப்பைப்பெறும் . 


மாதிரி . 


93 + 120 + 4 குறையுஞ் 


ன் எம்மதிப்புகளுக்கு 20 
சார்பாகும் . 


3 / 


- 


2 : - 93 + 123 + 4 


dly 
dx 


60 - 183 + 12 


6 ( x - 3x + 2 ) 


6 ( a - 2 ) ( x - 1 ) 


c ன் மதிப்பு 1 - க்கும் 2 - க்கும் இடையே அமையுமானால் 

dy 
( 30 - 2 ) ( a - 1 ) குறைக்கணியமாகும் . ஆகவே ன் மதிப்பு 

dx 


- ve ஆகும் . ஆகவோன் மதிப்பு 1 க்கும் 2 க்கும் இடையில் 
இருக்கும் பொழுது , கொடுக்கப்பட்ட சார்பு குறையுஞ்சார்பு 
ஆகும் . 
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கை நுண் கணிதம் . 


- 


5.2 . மீப்பெரு மதிப்பும் மீச்சிறு மதிப்பும் : 

y = f ( x ) என்பது தொடருடைச் சார்பாகவிருக்கட்டும் . 
x = a என்ற புள்ளியில் f ( x ) ன் மதிப்பு f ( a ) ஆகும் . இப் 
புள்ளிக்கு அக்கம் பக்கத்திலுள்ள இருபுள்ளிகளில் சார்பின் 
மதிப்பைக் காண்போம் . அதாவது 3 = a - h , x = a + h , என்ற 
புள்ளிகளில் சார்பின் மதிப்பு f { a - h ) , f ( a + h ) ஆகிறது . 
f ( a ) ஆனது , f ( a - h ) , f ( a + h ) இவ்விரண்டைவிடப் பெரிய 
தாயின் f ( x ) , x = a என்ற புள்ளியில் மீப்பெறு மதிப்பைப் 
பெறுகிறது எனச் சொல்கிறோம் . 


f ( a ) ஆனது , f ( a - h ) , f ( a + h ) இவ்விரண்டை விடச் 
சிறியதானால் , f ( x ) , x = a என்ற புள்ளியில் மீச்சிறு மதிப்பைப் 
பெறுகிறது எனச் சொல்வோம் . 


5.2.1 தேற்றம் : ( i ) f ( w ) , M = a என்ற இடத்தில் மீப் 
பெறு மதிப்பைப் பெற்றால் , f ( a ) = () ஆகவும் , f ( a ) < 0 
ஆகவும் இருக்கும் . 


( ii ) f ( w ) , x = a என்ற இடத்தில் மீச்சிறு மதிப்பைப் 
பெற்றால் , f ( a ) = 0 ஆகவும் f ( a ) > 0 ஆகவும் இருக்கும் . 


IM 


0 


X 


படம் 9 


( i ) y = f ( x ) படத்தில் குறிக்கப்பட்டுள்ள வளைவரையின் 
சமன்பாடாக விருக்கட்டும் . B என்ற புள்ளி 8 = a ஆக. 
விருக்கட்டும் . இப்புள்ளியில் தன் மதிப்பு B க்கு இப்பக்கத் 
திலும் , அப்பக்கத்திலுமுள்ள பன் மதிப்பை விடப் பெரியது . 
ஆகவே , B புள்ளியில் சார்பு மீப்பெறு மதிப்பைப் பெறும் . 


வளைவரையில் , AB பகுதியில் , உள்ள புள்ளிகளின் 
* ஆயத்தொலை மதிப்புக் கூடக் கூட , ! ஆயத்தொலை மதிப்பும் 


13.3 


மீப்பெரு மதிப்பும் , மீச்சிறு மதிப்பும் 


(lity 


கூடுகிறது . AB பகுதியில் சார்பு கூடுஞ் சார்பாகிறது . 

dy 
இங்கு 
(ls 

+ ve ஆகிறது . BC என்ற பகுதியில் உள்ள 
புள்ளிகளில் , 0 ஆயத்தொலை கூடக்கூட , 11 ஆயத்தொலை 
குறைகின்றது . இப்பகுதியில் சார்பு குறையுஞ் சார்பாக மாறி 

dy 
யுள்ளது . இங்கு 

ன் குறி B வழியாகச் செல்லு 
dx 

dy 

0 
கையில் , + லிருந்து ஆக மாறுகிறது . ஆகவே B ல் 

da 
ஆகத்தான் இருக்கவேண்டும் ( அல்லது B ல் வளைவரைக்குப் 
போடும் தொடுவரை 2 ஆயத்திற்கு ஒரு போகாகவிருக்கும் . 

0 ] . அதே மாதிரியாக , C வழியாகச் செல்லுகையில் 
dx 

dy 
dy 

0 . 
ன் குறி லிருந்து + ஆக 

மாறுகிறது . C ல் 

( la 
da 
ஆகவே , B , C முதலிய புள்ளிகளைத் திரும்பும் புள்ளிகள் 
( Turning points ) எனச் சொல்கிறோம் . 


dy 


உடன் 


dy 

வகைக்கெழு . அதுவும் ன் சார்பாகத்தான் 
dx 
அமையும் . அஃது AB பகுதியில் + ஆகவிருந்து , B க்கு 
வரும் பொழுது ) ஆக மாறிற்று . அதன் மதிப்பு குறைந்து 

( ly 
சுன்னமாயிற்று . என்ற சார்பு குறையுஞ் சார்பாகும் . அதன் 

clir 

d . dy 
வகைக் கெழு , அதாவது . 

ஆகும் , ஆகவே , 
dx dx 


dy 


(l 


B என்ற இடத்தில் , 1 . 

0 , 

ஆகிறது . B இடத்துத் 

da ? 
தான் சார்பு மீப்பெறு மதிப்பைப் பெறுகிறது . 


a ஆனால் , 


ஆகவே , ! = f ( a ) என்பது சார்பாகி , B , 3 
dy 

( 2) 
f 

= f ( a ) 
dx 

dx² 


ஆகும் . 


c = 


தே மாதிரியாக , x = a என்றவிடத்துச் சார்பு மீச்சிறு 
மதிப்புப் பெற்றால் , f ( a ) = 0 ஆகவும் , f ( a ) = + எனவும் 
நிறுவலாம் . 
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5.2.2 குறிப்புகள் : ( 1 ) ஒரு சார்புக்கு மீப்பெறு , மீச்சிறு 
மதிப்புப் பெறும் இடங்கள் மாறிமாறி வருகின்றன . 


( 2 ) மீப்பெறு மதிப்பு சார்புக்கே மிகப் பெரிய மதிப்பு 
அல்ல . குறிப்பிட்ட வீச்சுக்குள் ( within a range ) மீப்பெறு 
மதிப்பு சார்பின் மிகப் பெரிய மதிப்பு ஆகும் . 


( 3 ) சார்பின் முதல் வகைக்கெழு , திரும்பும் புள்ளிகளின் 
(turning points ) ஆயத் தொலைகளைத் தான் கொடுக்கும் .. 
இரண்டாம் வகைக்கெழுதான் 

மதிப்பைத்தரும் 
இடமா , மீப்பெரு மதிப்பைத் தரும் இடமா என்று புலப் 
படுத்தும் . 


மீச்சிறு 


நடைமுறையில் நாம் மீப்பெறு , மீச்சிறு மதிப்பைக் 
காணக் கையாள வேண்டிய வழிமுறை : 


( i ) 


காடுக்கப்பட்ட சார்பை பு எனக் கொள்வோம் . 
dy 

ஐக் காண்போம் . 
dix 


( ii ) 


( 

ly 
( iii ) 0 என்று போட்டு , சமன்பாட்டைத் தீர்ப் 

dir 
போம் . ன் மதிப்புக்கள் , திரும்பும் புள்ளிகளின் மதிப்பு 
கள் ஆவன . 


( 1 ) 


( iv ) 


diya 


ஐக் காண்போம் . 


dey 


( v ) 


ல் , திரும்பும் புள்ளிகளின் மதிப்புகளை ஒவ் 
(lsa 


dry 


-- 


வொன்றாகப் பிரதியிடுவோம் . ன் குறி ஆனால் , அந்த 

dx ? 
ஜான் மதிப்புள்ள புள்ளியிடத்து மீப்பெறு மதிப்பைச் சார்பு 

day 
பெறும் . ன் குறி + ஆனால் , அந்த ன் மதிப்புள்ள 

(lasa 
புள்ளியிடத்து மீச்சிறு மதிப்பைச் சார்பு பெறும் . 


மாதிரி 1 . 

( a 1 ) ( v - 2 ) என்ற சார்பின் மீப்பெறு , மீச்சிறு மதிப்பு 
களைக் காண்க . 


y 


( x - 1 ) ( x - 2 ) 


மீப்பெரு மதிப்பும் , மீச்சிறு மதிப்பும் 


185 


dy 


( x = 1 ) . 2 ( x - 2 ) + ( x - 2 ) 


dx 


= 


2 ( x 

3 :: + 2 ) + - 43 + 4 
30 - 103 + 8 


( a - 2 ) ( 30 - 4 ) 


dy 


- ஐ சுன்னத்திற்கு ஈடாக்கினால் 


( w - 2 ) ( 3 : - 4 ) = 0 


2 , R 


4 
3 


dey 
dx ?? 


6x - 10 . 


deg 
dra? 


12 - 10 = 2 = + 


x = 2 என்ற புள்ளியிடத்து மீச்சிறு மதிப்புப் பெறும் . 


dig 


S - 10 = 


( 3 ) 


2 


- 


= 


w- 1/3 


4 


என்ற புள்ளியிடத்து மீப்பெரு மதிப்புப் பெறும் . 


4 


- 


மீப்பெரு மதிப்பு 


1) 


1 ) ( 3 


2) 


3 


= 


4 
27 


மீச்சிறு மதிப்பு 


( 2 - 1 ) ( 2 - 2 ) 


0 


மாதிரி 2 . 

இரு எண்களின் கூட்டுத்தொகை 10. அவற்றின் இரு 
படிகளின் கூட்டுத்தொகை மிகக் குறைவாயின் , அவ்வெண் 
கள் யாவை ? 


அவ்வெண்களை , x , ! ) எனக் கொள்வோம் 


x +3 


10 . 
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அவைகளின் , இருபடிகளின் கூட்டுத் தொகை 

x + y 
P = + y எனக் கொள்வோம் . 


ஐ + ( 10 - ₹ ) 


dP 
dx 


20 + 2 ( 10 - w ) ( - 1 ) 


2x 


2 ( 10 - ) 
20 


- 


40 


dP 
dr 


0 என்று ஈடாக்குவோம் . 


43 - 20 = 0 


W 


5 


d - P 
dx ? 


= 4 = எப்பொழுதுமே + 


x = 5 இடத்து மீச் சிறு மதிப்புப் பெறும் . 


5 ஆனால் , y = 5 
அவ்வெண்கள் 5,5 ஆகும் . 


மாதிரி 3 . 

ஒரு செங்கோண முக்கோணத்தில் செங்கோண எதிர் 
சிறைப்பக்கம் ( bypotenuse ) மற்றொரு பக்கம் ஆகிய இரண்டின் 
கூட்டுத்தொகை மாறிலி ஆகவிருந்து , பரப்பு மீப்பெறு 
மதிப்பைக் கொள்ளின் , இருபக்கங்களின் டப்பட்ட 
கோணம் 60 ° என நிறுவுக . 


20 


பு 


A 


B 


படம் 10 


-- 
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செங்கோண எதிர் சிறைப்பக்கம் * ஆகவும் மற்றொரு 
பக்கம் 1 ஆகவும் இருக்கட்டும் , x + y = c , கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளது . பக்கம் AB 

V x- ya 
முக்கோணத்தின் பரப்பு 


= 


C 


A = , . J.Ve 
- , ( c - a ) Ve" -(G-3 ) 
. 

( c - c ) V2ca - C 
* = * [ [ 6- % ) . , V = 2 

+ V2cer- c° ( - 1)) 
[ 
[ 


20 


1 


c ( c - x ) - ( 2cw - c 

V2cv - 2 


2:-) 


= 


2 


1 
2 


202 - 3cx 
V2cx - 2 


dA 


0 க்கு ஈடாக்கினால் 


dx 


202 – 3cx = 0 


W 


20 
3 


- 


dA 


= 


20 

+ . 
க்கு , குறைவான மதிப்பைப் பெற்றால் 
3 

dx 
3c 

dy 

2c 
0 = க்குக் கூடுதலான மதிப்பைப் பெற்றால் 

dx 

3 
3 

dy 
வழியாகச் செல்லும் பொழுது 

dx + லிருந்து - ஆக மாறுகிறது . 


2c 


... 


0 


இடத்து சார்புக்கு மீப்பெறு மதிப்புக் கிடைக்கும் . 


20 


. 


y 


= ; 


3 
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அவ்விரண்டு பக்கங்களிடையே உள்ள கோணத்தை 
என்றால் , 


C 


y 


1 


COS 


= 


} 


3 
20 
3 


2 


| 


60 


மாதிரி 4 . 

மீச்சிறு அளவு கூடாரத்துணியில் குறித்த கன அளவை 
உட்கொண்ட கூம்பு வடிவமுள்ள கூடாரம் அமைத்தால் , 
அதன் உயரம் V2 மடங்கு ஆரத்திற்குச் சமமாகும் என நிரூபி . 


கூம்புக் கூடாரத்தின் அடித்தளத்தின் ஆரம் 0 எனவும் , 
உயரம் பூ எனவும் கொள்வோம் . 


க . அளவு 


V = 


1 

T3y 
3 


1 


Ty 


c , எனக் கொடுத்துள்ளது . 


கூடாரத்துணி S 


Tirl ( 1 என்பது சாயுயரம் ) 


2 


= Te Vx + y 


9c2 


= TTN 


x + 

T2 


V 
V 


S = 


Tw + 


9c2 
82 


9c2 


S : = 


T + 


18c2 


ds 
28 

dx 


= 7 

T ? . 42 


4726 - 18c2 


மீப்பெரு மதிப்பும் , மீச்சிறு மதிப்பும் 
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ds 
dx 


0 க்கு ஈடாக்கினால் , 477 x6 - 18c 


O 


26 


18c2 
4T ? 


= 


902 
272 


3c 


V2 . 


ds 
இந்த இடத்து , as 

ன் மதிப்பு - லிருந்து + ஆகிறது . க்கு 
இம்மதிப்பாகில் , சார்பு மீச்சிறு மதிப்புப்பெறும் . 

30 300 3 
3 / 

3c 
V.T 


= 


TT32 


T. 


. 


V2 . 


y 


உயரம் = M : x அடித்தள ஆரம் . 


பயிற்சி 26 


1. பின்வரும் சார்புகளுக்கு மீப்பெரு , மீச்சிறு மதிப்புகள் 
உளவாயின் அவற்றைக் காண்க . 


302 


360 - 10 


- 


( i ) 23 " 
( ii ) 43 " 


- 


7 


18. + 27.0 


( iii ) ( e 1 ) 2 ( :: + 2 ) 
( iv ) a cos x + b sille 3 


2 . 


கடல் தந்திக்கம்பி கடத்தாப் பொருளினுள் உட்பட்ட 
செம்புக்கம்பியால் செய்யப்படுவது . செம்புக் கம்பியின் 
ஆரத்துக்கும் , கடத்தாப் பொருளின் கனத்துக்கும் இடைப் 

1 
பட்ட தகவு எனின் , செய்திகள் செல்லும் வேகம் log 


-- 


W 


1 


க்குத் தகுந்தாற்போல் வேறுபடும் . x = 


Me 


என்றிருப்பின் 


செய்திகள் மிக்க துரிதத்தில் செல்லும் என நிறுவுக . 
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3. ( 1 ) மூடியின்றியோ ( 2 ) மூடியுடனோ கொடுக்கப்பட்ட 
ஓர் உலோகத் தகட்டினால் மிகுந்த கொள்ளளவு அடங்கிய 

ர் உருளை செய்வதற்கு அவ்வுருளையின் வகையளவுகள் 
( dimensions ) யாவை ? 


4 . a , b நீள அகலமுள்ள நீண்ட சதுரத்தகட்டின் மூலை 
களிலிருந்து ஒரே அளவுள்ள சதுரத்துண்டுகளை வெட்டி 
யெறிந்தபின் , ஓரங்களை மடக்கிச் செய்யப்பட்ட ஒரு நீண்ட 


சதுரப் பெட்டியின் உயரம் - (4 + b - Va 

a + b - Va - ab + F } 


ab + b ஆக 


இருக்கையில் அதன் கொள்ளளவு மீப்பெரு மதிப்பாகும் 
என நிரூபி . 


5. குறிப்பிட்ட அளவு தண்ணீர் கொள்ளும் ஓர் தொட்டி 
யின் செங்குத்தான பக்கங்களையும் , சதுர அடிப்பாகத்தையும் 
குறைவான செலவில் வெள்ளை பூச அதன் உயரம் அகலத் 
தின் பாதியாக இருத்தல் வேண்டும் என நிரூபி . 


6. a நீளமுள்ள ஒரு கம்பியை இரு துண்டாக்கி ஒன்றினை 
வட்டவடிவமாகவும் , மற்றொன்றைச் சதுர வடிவமாகவும் 
ஆக்கியபின் , அவ்விரு துண்டுகளின் பரப்பின் கூட்டுத் 

a ? 
தொகை மிகச் சிறியதாயின் , அதன் மதிப்பு 4 (1 + 4 ) 
நிறுவுக , 


என 


7. மொத்தப் புறப்பரப்பு கொடுக்கப்பட்டு , ஒரு கூம்பின் 
கன அளவு மீப்பெரு மதிப்பை அடைந்தால் அதன் உச்சிக் 


கோணத்தின் பாதி sin - 1 


( 3 ) 


என்று நிறுவுக . 


S. RR ஆரமுள்ள ஒரு கோளத்துள் வரைந்த வட்ட 
வுருட்டின் கன அளவு மிகக் கூடுதலாயின் அதன் உயரம் 
2R 

என்று நிறுவுக . 
V3 


அதன் வளைபரப்பு மிகக் கூடுதலாயின் உயரம் - 


என்று 


நிறுவுக . 
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கன 


9. h உயரமும் , ( உச்சிக் கோணப்பாதியும் உடைய 
கூம்பினுள் வரையப்பட்ட 

உருளையின் 

அளவின் 
4 
மீப்பெரு மதிப்பு Th : tan K என்று நிறுவுக . 

27 


10. ஒரு கூம்பின் மொத்த புறப்பரப்பு 471 ச . அடி . அதன் 
கொள்ளளவு மீப்பெரு மதிப்பைப் பெற்றால் , கூம்பின் வகை 
யளவுகள் ( dimensions ) யாவை ? 


11. ஒரு கூம்பு , ஆரமுள்ள கோளத்தினுள்ளே அமை 
யப் பெற்றிருக்கிறது . கூம்பின் கன அளவு மீப்பெரு மதிப் 

47 
பைப் பெற்றால் அதன் குத்துயரம் கவிருக்கும் என 

3 
நிரூபி . 


6. பகுப்பு வகைக்கெழு 

காணும் முறை 
( Partial Differentiation ) 


6-1 நாம் இதுவரை ஒரு மாறி அடங்கிய சார்பைப்பற்றி 
ஆராய்ந்தோம் . ஆனால் சார்புகள் பல மாறிகளை அடங்கி 
யுள்ளவையாகவும் இருக்கலாம் . உதாரணமாக வட்டத்தின் 
பரப்பு அதன் ஆரத்தைப் பொருத்தது . ஆரம் ஒன்றே தான் 
மாறியாக அமைகிறது . ஆனால் நீண்ட சதுரத்தின் பரப்பு , 
நீளம் , அகலம் இவைகளைப் பொருத்தது . இங்கு இரண்டு 
மாறிகள் உள்ளன . இம்மாதிரியான சார்புகளை 1 = f ( w , y ) 
எனக் கொள்வோம் . x , ) தனித்தனியாகவோ , ஒரே சமயத்துச் 
சேர்ந்தோ மாறலாம் . . , : ன் மதிப்புகள் முறையே x + x , 
y + y ஆக மாறும்பொழுது பான் மதிப்பு f ( x + / 3 , 1 + / y ) 
ஆகிறது . பன் மதிப்பு மாற்றம் = f (x- 113 , y + Ay ) - f ( w , J ) . 

ன் மதிப்பு + / 0 ஆக மாறி , ! மாறாமல் இருந்தால் , 
u மதிப்பு மாற்றம் == f ( x + x , y ) - f ( x./y }. 


தன் மதிப்பு ( y + / y ) ஆக மாறி , மாறாமல் இருந்தால் , 
M மதிப்பு மாற்றம் f ( 3 , ! / + / \ ! /) - f ( x , :) ) 
பகுப்பு வகைக்கெழு ( Partial Differential Coefficient ). 


2u == f ( x , / ) ஆகவிருந்து , 3 ஆனது ( x + / x ) ஆகமாறி , 
1 நிலையாகவிருந்தால் 
பால் மாற்றம் / u = f ( x + / 3 , y ) - f ( x , y ) 

A f ( x + Ax , ! ) - f ( x , :) 
Ax 

Δυ 
Lt A 

Lt f ( x + Ax , j ) - f ( w , y ) 
A > 0 / A > 0 

Am 


பகுப்பு வகைக்கெழு காணும் முறை 
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ஆகவே du 


Lt f ( x + Am , y ) - f ( x , y ) 
Ax + 0 

Ax 


da ஐத்தான் , ஐப் பொருத்த பின் பகுப்பு வகைக்கெழு 


da 


எனச் சொல்வோம் . 


dau Lt 

f ( a , v + Ay ) - f ( a , y ) 
அதேமாதிரி , 
dy Ax > 0 

Δy 


62 தொடர் பகுப்பு வகைக்கெழுக்கள் ( Successive Partial 
Coefficients ). 


20 


f ( w , y ) என்றால் , ஐப் பொருத்த மன் பகுப்பு வகைக் 

du 
கெழு என்றும் , 3 ) ஐப் பொருத்த பன் பகுப்பு வகைக்கெழு 

dx 
என்றும் கண்டோம் . இவ்விரண்டிற்கும் ஐப் பொருத்து 
dy 
பகுப்பு வகைக் கெழு கண்டால் 

என்றும் , 


du 


deat 

dau 
என்றும் ஆகும் . அதாவது 

என்றும் , 

என்றும் 
2 

dx . dy 
ஆகும் . இதேமாதிரி அவ்விரண்டிற்கும் I ஐப் பொருத்த 

du 
பகுப்பு வகைக்கெழு கண்டால் அவை முறையே 

dy . ax 
du 
என்றும் , 

ஆகும் என்றும் காணலாம் . 
dy 


U = 


மாதிரி 1 . 

log (a + y + z - 3xyz ) என்றால் 
du dau du 3 
+ 

என்று நிறுவுக . 
dy 2 v + y-+ 2 


+ 


l = 


du 


= 


log ( + y + z - 3xyz ) 

1 ( 3 - 392 ) 
x + y + z - 3xyz 

3y - 320 
+ y +2 - 3xyz 


du 


dy 


இ . I -- 13 
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du 
dz 


11 


ди. 

+ 
дх 


du 
dy 


+ 


du 
dz 


322 - 3xy 
x + y + - 3xyz 
3 ( x2 + y2 + za - YX – zx – xy) 

x + yº +-23 – 3xyz 

3 ( x2 + y2 + z – yz – 2x – xy ) 
( x + y + z ) ( x2 + y + z2 - y2 - 2x – 

2x – xy ) 
3 
x + y + z 


= 


11 


மாதிரி 2 . 

Vä - Vý ди 
sin_1 

ஆனால் 
Væ + vy 

дх 


Y 


--- 


du 
dy 


என நிறுவுக . 


1 


Kwa + viu 

) gta -Wa- Vazvan 
VI - WEAVE 


ди 
dx 


1 


II 


(Ng + g ) 


2 


vã 


Nätv 
v (Væ + Vý) - ( Vä - Vy)? (Vä + Vý) 


wave. Ve Wat von 


1 


2x . ( Vã + vy) 


Nätv 
du V4 Vx.Vy 
dy 

| 
Na 


-vz-voista 


(Vx + Vý) 


Ty 


14 Vă . Vý (Væ + Vy) 
- 

2y (Vx + VY) 


( பகுப்பு வகைக்கெழு காணும் முறை 
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ди ди 
х + у 


да 


- way wity ) 


о 


2 ( Va + V ) 2 ( Vx + Vу 


9 


818 

{і 


ди 
ду 


х 


<ibл difi з . 


log ( х ? + y ? + 2 ° ) от 6бт той 


х . 


? и 
ду . 2 


у 


ди 
дг . дх 


—— 


ди 

என நிரூபி . 
сх . ду 


. 


1 ( 2х ) 


ди 
дх 


х? + * + 2 ° 


о ? и 
дх . ду 


2х 
( х2 + y ? +22 )? 


2y 


е 


4xy 
( dº + gº + 2° ) * 


д ? u 
.дх . д2 


|| 


1 ( 2 ) ( 22 ) 
( х? + у2 +22 ) 2 


|| 


— 


42x 
( а ? + y ? +2" ) 


ди 
ду 


2y 
( х2 + у2 + 2°) 


ди 
ду . да 


4yz 
( х ? + * + 2° ) ? 


х 


а и 
ду . да 


4хуг 
( х2 + y ” +22 ) 2 


ди 
дг.дх 


— 


9 . 


4xyz 
( х2 + y? + 2° ) ? 


е 


ди 
дх . ду 


4хуг 
( х ? + * +22 ) ? 


о 
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பயிற்சி 27 


du du 
1. பின் வருவனவற்றுள் 

காண்க . 
w . dy 


( i ) u = tan ( ax + by ) 


( ii ) u = 


sin- ( 

( - ) 


( iii ) u 


= tan - 1 


x2 + y 
x + y 


2 . 


U = 


( 3 - 2 ) ( 2 - x ) ( w - y ) என்றால் 
du 

u 
+ 

0 என்று நிருபி . 
dy 2 


+ 


dxw 


3 . 


log ( tan x + tan y + tan 2 ) ஆனால் 


du 

du 
sin 2x 

du 
+ sin 2y 

+ sip 22 
dy 

dz 


2 என்று நிரூபி .. 


W 


4. u = sin - 1 


+ tan - 1 


( 2 ) 


என்றால் 


y 


du 


du 

+ y 
dx 

dy 


= 0 என நிரூபி . 


5 . 


sin - 1 


x + y 
x + y 


என்றால் 


20 


du 
dx 


dus 
+ y 

dy 


tan u என நிரூபி . 


3/2 


6 . 


u = tan - 1 


y 
x + y 


ஆனால் 


y 


u 


du 
dxw 


என நிரூபி . 


20 


dy 


2 
7. 2 = f (x + y ) ஆனால் M 

dy 


2 
y dx 


= 


(0 என நிரூபி .. 


ன் 


8. f ( s , 3 ) - log V # +y ஆனால் , ( 1 + */) 


மதிப்பைக் காண்க . 
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பகுப்பு வகைக்கெழு காணும் முறை 


du 


1 


9 . 


sin - 1 


L = 


W + 

du 
ஆனால் ! 
V + Vy 

Ox 


+ y 


tan u 


2 


எனக் காண்க . 


10. 12 

7 


( a - a ) + ( y - b ) + ( z - c ) ஆனால் 


2 


dar 
ax2 


dar 
+ 

+ 
day dz2 


என நிரூபி . 


1 


11. 2 | 


- 


+ y ஆனால் , 


* 


* + - + { (3 ) + ( * ) } 


எனக் காண் . 


g / 


12 . 


u = tan - 1 


1 


( 


ஆனால் 


( i ) 


dsau 
dy - W 


du 
Ov . dj 


du 
dwdy . 2 


( ii ) 


dau du 
+ 

dy . 


0 எனக் காண் . 


ax2 


} } 


0 


13 . 


32 tan - 1 


--- 


yº tan - 1 


ஆனால் 


y 


du 
aw , dy 


- 


x - 1 
w + 


எனக் காண் . 


14 . 


z = em ( w cos y - y sin y ) ஆனால் 


22 


+ 


22 
dy 


0 என நிரூபி . 


da2 


115 . 


y 2 = c , ஆனால் , = y 

y = 2 ஆகவிருக்கும் பொழுது 


22 
Ow . dy 


( log ex ) -1 எனக் காண் . 


7. பிழைகளும் , தோராயங்களும் 

( Errors and approximations ) 


7.1 . * ஐ அளக்கும் பொழுது ஏற்படும் பிழையை 83 
( அல்லது ) எனக் குறிப்போம் . 83 ஐ தனிப்பிழை ( absolute 
8x 

8x 
error ) எனவும் , ஐ சார்பிழை ( Relative Error ) , 
நூற்று வீதப் பிழை ( Percentage error ) என்றும் குறிப்பிடு 
வோம் . 


x100 ஐ 


y 


f ( c ) 


dy 
da 


f ( x ) 


8y 


Lt 
8x50 8 


f ( x ) 


8 
80 


f ( c ) + t . இங்கு t மிகச்சிறிய எண் 


ணாகும் . 


89 


f ( x ) 8w + t . 8a . 


t 8w மிகச் சிறியதாதலால் , அதை விட்டுவிடலாம் . 


8y = f ( e ) 83. ( தோராயமாக ) . 


மாதிரி 1 . 


ஒரு கப்பலை t நேரத்தில் , S தூரம் செல்லுகையில் , 
இடமாற்றம் பெறச் செலுத்தப்படும் வேலைத்திறன் 


D 
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S ? D3 / 2 

க்குத் தக வேறுபடுகிறது . தூரத்தை 1 % மிகைப்படுத்தி , 
t 
நேரத்தை 1 % குறைத்து , இடமாற்றத்தை 3 % குறைத்தால் , 
வேலைத்திறனில் மிகைப்படுத்த வேண்டியதை நூற்று வீதத் 
தில் காண்க . 


வேலைத்திறனை W என்றால் 


Wcc 


S2 D3 / 2 

t ? 


W 


K. S ? D3 / 3 

t2 


இருபக்கங்களிலும் மடக்கை எடுத்தால் 


3 


log W 


log K + 2 log S + > log D - 2 log 


பிழைச் சார்பு என்னவெனில் 


AW 


AD 


At 


2 


4+ 


AS 
S 


3 
2 


2 


쓸 


W 


t 


3 


AW 


x 100 = 2 . 

AS 
W | 

x 100 + 
S 


AD 

X 100 
D 


2 . 


2At 
t 


x 100 


13 


1 


= 2 


3 
2 


+ 6 


6 


2 % . 


2 


மாதிரி 2 . 


முக்கோணம் ABC ஐச் சிறிது மாற்றி ஒரே வட்டத்தில் 

δα 86 8c 
வரைந்திருப்பின் + + 

0 என நிரூபி . 
COS A 

COS B 


COS C 


2R என்பது தெரிந்ததே . 


sin A 


a 


2R sin A. 
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பிழைச் சமன்பாடு யாதெனில் 


8a 


2R . cos A . 8A 


8a 
COS A 


2R . 8A 


8b 
அதேமாதிரி 

cos B 


2R 8B 


80 


2R 8C 


cos C 


δα 8b 

8c 
cos A + cosB 

+ 

cos C 


2R ( 8A + 8B + 8C ) 
2R 8 ( A + B + C ) 
2R 8 ( T ) = 0 


பயிற்சி 28 


1. 1 நீளமுள்ள ஓர் ஊசலி , ஊசல் ஆட ஆகுங்காலம் 


T = 271 

இங்கு g புவிக் கவர்ச்சியாகும் . 1 ல் ஏற் 

g 
படும் பிழை 2 நூற்று வீதம் எனின் , T ல் ஏற்படும் பிழை 
என்ன ? 


2 . 


ஒரு வாயுவின் அமுக்கம் P , பருமம் . இவற்றின் 
தொடர்பு p.ol- = c ( நிலை எண் ) . பருமம் , நூற்று 
வீதம் 
குறைந்தால் P எவ்வளவு நூற்று வீதம் கூடும் ? 


1 


3. மின்னோட்டத்தின் அளவை மின்னோட்ட மானியால் 
அளக்கும் பொழுது ஒதுக்கக் கோணத்தின் ( angle of deflec 
tion ) இருக்கைக்குத் ( tangent ) தக இருக்கும் . 45 ° ஒதுக்கக் 
கோணத்தை அளக்கையில் ஏற்பட்ட பிழை ஒரு நூற்று வீதம் 
எனின் , மின்னோட்ட அளவில் வரும் பிழை தோராயமாக 


2 எனக் காண்பி . 


பிழைகளும் , தோராயங்களும் 
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4. முக்கோணம் ABC ல் 

ABC ல் அளக்கப்பட்ட A கோணத் 


தின் அளவு 63 . அதன் பரப்பு bc sin A 6T GOT 

A வாய் 

2 
பாட்டால் குறிக்கப்படும் . A ன் அளவில் 15 கலை ( minutes ) 
பிழை எனின் பரப்பில் வரும் நூற்று வீதப்பிழை என்ன ? 


8TI 
5. ஒரு கம்பியின் விறைப்பு ( rigidity ) N 

என்ற 

t . 
வாய்பாட்டால் பெறப்படும் . 1 , 2 நூற்று வீதம் குறைந்தும் , 
7 , 2 நூற்று வீதம் , t , 1.5 நூற்று வீதம் கூடியும் இருப்பின் 
தோராயமாக 13 நூற்று வீதம் N குறையும் எனக் காட்டுக . 


6 . ஒரு முக்கோணத்தின் பரப்பு அதன் கோணங்கள் 
A , C , பக்கம் a என்றிவற்றால் அளக்கையில் வந்த பிழை 
8A எனில் , பரப்பில் வரும் நூற்று வீதப்பிழை 


100 sin C & A 
SID A . sin ( A + C ) 


என நிறுவுக . 


5 


u 


7. ஓர் ஆடியின் ( mirror ) குவியத்தொலையை (focal 

1 1 2 
length ) , 

என்ற வாய்பாட்டால் அறியக்கூடும் . 

f 
u , 0 என்பவற்றைக் காண்கையில் ஒவ்வொன்றிலும் பிழை K 

& f 

1 
ஏற்படின் , f ல் ஏற்படும் சார்பிழை 

என்று 


நிறுவுக . 


8. சாய்வாக வேகத்தோடு எறிந்த ஒரு கல் போகும் 

2 sin 24 
தொலை R , R 

என்ற வாய்பாட்டால் கணக்கிடப் 

g 
படும் . சாய்வு , வேகம் என்றவற்றின் பிழைகள் முறையே 

1 
1 , 2 


என்ன ? 


9 . ஒரு நீள் வட்டத்தின் பாதி அச்சுகளான a , b ல் பிழை 
ஏற்படுவதன் காரணமாக அதன் பரப்பு S ல் ஏற்படும் 
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8s 
பிழையை 


ta 


8b 


+ 


+ 


என்ற சமன்பாட்டால் அறியலாம் 


S 


என நிறுவுக . 


10. முக்கோணம் ABC ன் பரப்பு . அதன் பக்கம் a , 
கோணங்கள் B , C என்பவற்றால் கணக்கிடப்படுகிறது . B , 
C ன் மதிப்பில் சிறிது பிழை ஏற்பட்டால் முக்கோணத்தின் 

1 


பரப்பில் ஏற்படும் பிழை , ( b ° sc + c ° 8B ) எனக் காண்பி . 


8. வளைவு ( Curvature ) . 


13 


X 


படம் 11 


dday 


y = f ( a ) என்ற சமன்பாடு வளைவரைக்குரியதாக விருக் 
கட்டும் . அதன்மேல் A ஒரு நிலையான புள்ளி ஆகவிருக் 
கட்டும் . P ஏதாமொரு புள்ளியாக விருக்கட்டும் . AP வில்லின் 
நீளம் S என்போம் . P ல் போடப்பட்ட , PT என்ற தொடு 
வரை X ஆயத்துடன் என்ற கோணத்தை ஏற்படுத் 
தட்டும் . அப்பொழுது , என்பதைத்தான் P புள்ளியில் ஏற் 
படும் வளை வரையின் வளைவு ( curvature at the point P ) 
அல்லது கோட்டம் எனச் சொல்கிறோம் . P ல் போடப் 

1 
பட்ட செங்கோட்டில் PC 

dy 

அளவுடைய நீளத்தைக் 

als 
குறித்து C ஐ மையமாகவும் , PC ஐ ஆரமாகவும் உடைய 
வட்டம் வரைந்தால் அஃதைக் கோட்டவட்டம் எனக் 
கூறுவோம் . CP ஐ கோட்ட ஆரை என்றும் , C ஐ கோட்ட 
வட்டமையம் என்றும் கூறுவோம் . கோட்ட ஆரையை P 
என்ற குறியீட்டால் குறிப்போம் , 


204 


வகை நுண் கணிதம் 


8.1 . P யின் கார்டீசியன் வாய்பாடு : ( Cartesian formula 
for P ) . 
வளைவரைக்கு 

யாதொரு 

புள்ளியிலும் போடப்பட்ட 

dy 
தொடுவரையின் சாய்வு வீதம் 

dx 


அதாவது , tan / 


dy 

= 91 
dx 


ddit 
ds 


tan - 1 ( 9 ) 
1 

d 
1 + 1,2 ds 


( 
9 
) 


**----* 


1 


--- 


. 


1 + 91 


92 • cos / 


2 


1 


= 


. 


1 - Y1 


1 
y2 . 

M1 + tan 4 


2 


1 


1 


= 


. 


+ 


g , 


1 + Y 


2 


V1 + y . 


2 


12 
( 1 + 2 ): 12 


1 


P ல் கோட்ட ஆரை 


ds 


( 1 + 9.2012 


Y 


மாதிரி 1 . 


+ y 4.xy என்ற வளைவரையில் , ( 2 , 2 ) என்ற புள்ளி 
யில் கோட்ட ஆரையைக் காண்க . 


x + y 

dy 
dæ 


4xgy 
302 
4w 


4y 
3y 


205 


வளைவு 


Contato 


dy 
dx 


-- 


( 212 ) 


day 


-8 


d.x2 


( 2 ) 


P = 143 


( 1 + y ) /2 

y 


( 1 + 1 ) ° / 2 

- 8 


1 
2:19 


Longlifl 2 . 


x = a ( 0 + sin o ) , y = a ( l- cos 6 ) 6T 60TP EN 6094760,0" 
என்ற புள்ளியில் கோட்ட ஆரையைக் காண்க . 


x = a ( 0 + sin o ) 


dx 
do 


= a ( 1 + cos 0 ) 


2a cosa 


2 


y 

= a ( 1 - cos ) 


dy 
do 


= a sino 


0 
2a sin COS 

2 


0 
2 


o 


2a sin 


cos 


dy 


2 


2 


tan 


da 


2 


2a cos ? 


9 


dy 
dx ? 


d 
dx 


( tan ) 

2 ) 
- sen 


d 
do 


tap 


do 
dx 


1 


1 


2 


2a cosa 


2 


0 
4a cosa 

2 


were 
P - ) 


(1 + y ,%) / 
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/ 2 


(1 +tar 2 ) " 


4a cost 


9 
2 


sec 


வல 


1 


9 


4a cost 


8 
4acos 

2 


பயிற்சி 29 


1. ( 3 + x ) y - 23 என்ற வளைவரையில் , ( 3 , 1 ) என்ற புள்ளி 
யிடத்து கோட்ட ஆரையைக் காண்க . 


. 


2 , Ve + Vy = 1 என்ற வளைவரையில் , ( 1 , 4 ) என்ற புள்ளி 
யிடத்து கோட்ட ஆரையைக் காண்க , 


3. + y = 3axy என்ற வளைவரையில் 


30 
2 


3a 
2 


) 


என்ற 


புள்ளியிடத்து கோட்ட ஆரையைக் காண்க . 


4. als + y /3 = 1 என்ற வளைவரையில் 


( 
33) 


என்ற 


3 


புள்ளியிடத்து கோட்ட ஆரை 

V2 என நிரூபி . 
16 


5 
. 


2/ 
+ 

16 


2 என்ற நீள் வட்டத்தில் , ( 3 , 4 ) புள்ளி 


யிடத்து வளைவை ( curvature ) க் கண்டுபிடி . 


6. கீழ்வரும் வளைவரைகளில் எந்த ஒரு புள்ளியிடத்து 
கோட்ட ஆரையைக் காண்க . 


( i ) x = ate , y = 2at 


( ii ) x = a cos e , y = b sin a 


( iii ) x = 6t2 - 3t , 1 = 86 " . 
( iv ) x = a log sec e , y = a ( tan g - C ) 
( v ) x = a ( cos t + t sin t ) , y = a ( sin t - t cos t ) 
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வளைவு 


( vi ) w = logt, y 


t + t - 1 

2 


7. y = 4ax என்ற பரவளையத்தில் P என்ற யாதொரு 
புள்ளியிடத்து கோட்ட ஆரையின் இருபடி SP க்குத் தக 
வேறுபாடு அடையும் என நிரூபி . ( S என்பது பரவளையத் 
தின் குவியம் ) . 


- 


+ 


y 
8 . 

1 என்ற நீள் வட்டத்தில் , P என்ற யாதொரு 
a2 62 

CD3: 
புள்ளியிடத்து கோட்ட ஆரை க்குச் சமம் என நிரூபி . 

ab | 
( CP , CD நீள் வட்டத்தின் துணையியவிட்டங்கள் ) . 


9. ag = 16 ( x + 4 ) என்ற வளை வரையில் ( - 4 , 0 ) என்ற 
புள்ளியிடத்து கோட்ட ஆரையைக் காண்க . 


10. y 


a ( a - w ) 

என்ற வளை வரையில் ( a , 0 ) என்ற புள்ளி 


- 


0 


1 
யிடத்து கோட்ட 
கோட்ட ஆரை 

a எனக் காண்க . 
2 


விடைகள் 


பயிற்சி 13 


1. 0 ; 12 ; - 18 ; 


- 60 


2. 2 ( 1 - x ) 


பயிற்சி 14 


1. 5-24 


2 . 


1 
15 


3. 2 4 . 


5. 6 6 . 


1 
( 2a ) / 


-மஸ் 


7. , 


8 . 


1 
3 


9 . 


1 


1 
2 


10 . 


5 
3 


11. * 


12 . 


ar 
b = 


13. 1 


14. ) 15 


1 
2 


| 


பயிற்சி 15 


1. 12c - 10x + 6 . 


2. 2ax + b 


9 


3 . 


4 
42x + 

a 


2 


| 


4 . 


3 


4 


-I 


- 


5 . 


+ 2 : 


1 


6 . 


3 
2 


1 


12 + 


5 
+ 

2 


1/4 


3 
2 ) 


- 


. 


2 


x7 / 


7. 4es 


2 


5 
+ 
2 


x / 2 


8 
. 


1 


T 
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4. 8 (v - ) ( 2 + 3) 


10 . 


- 323 +43 – 5x * 


11. 2 [ - xsin x + cos x ] 


1 


1 


12 . 


+ log x . 

21 


. 


13. ( 2x – 1 ) ( 3x +4 ) ( -7 ) + (3x +4 ) ( 5 – 7x ) ( 2 ) 

+ ( 2x - 1 ) ( 5 – 7x ) ( 6x ) 


1 


14 . 


en sin 2 . 


+ sin x . log x ex t ex log x . COS X 


1 
15. Vx . cos x - sin x 

2v 


13 


16. ( 1 + tan x ) cos x - sin x sec ? x 1 ( 1 + tan x ) ? 


17. ( sec 3 - x ) ( ex + cos x ) - ( ex tsin x ) ( sec x tan 2 – 2x ) / ( Dr ) : 


18. ( 1 + sec x ) . ( + 2e = ) 

2ev ) - ( log # + 2e " ) ( sec z tan a ) ( ( Dr ) " 


1 


19 . 


2 . 


2V3 + 2x 


20. ( + a ) n . m (6 – x )m- ( -1 ) + (6 – x ) 2 . n ( x + a )r- 


21 . 


- sin ( b - ax " ) ( - anxn--) 


22 . 


n 


( x2 + 1 ) - ( 3 ) . ( 2x ) 

( x + 1 ) 


23 . 


1 

( 2ax + b ) 
2V ax : + bx + c 


24. sin ? 5x . 2 sec 2x + tan 2x . 2 sin 5x . cos 5x . 5 


25. 3 sin 2x ( cos 22 ) ( 2 ) 


1 


26 . 


seca 


. 


2V1 + tan a 


9. 1-14 
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27. sin mx ( - n sin nx ) + cos na ( m cos mx ) 


28 . 


- sin ( sin x ) · cos x 


29 . 


cotx 


1 


30 . 


+ log x , eic 


et] 


31 . 


- sin ( ex . log x ) |[e 
alatv re ] 
cox = [ 175in + z ] 


1 
6 - NX 


32. COS X 


1 
1 – sin 2 


33 . 


e - x [ 2 cos 2 x – 3 sin 3x ] + ( sin 2x + cos 3x ) ( -e - x ) 


34. sinº xin con- * ( - sin x ) + COS ” x . m sinº - 1x cos x ) 


1 


35. (2x + 3 ) 


3x + VX - 1.5 ( 2x + 3 ) * . 2 


2V 23-1 


36 . 


37 . 


ex 


seca 


[ iteetite ] 
(a+vzta )(1 + venta .80) 


38 . 


1 


1 


39. eas 


a cot ax + log sin ax . aenit 


40 . 


loge 10 


பயிற்சி 16 


1 


1 . 


2 . 


2 
1+ 


V12x - 5 - 4x ? 


3 
. 


1 
2 VX ( 1 + x ) 


4 . 


3x4 

+ 2x tan- ( acº ) 
1 + x6 


ext 


5 . 


6 . 


-1 . 


sin- ( @) & V1 - eax 
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ea 


7 . 


1 
x { 1+ ( log.x ) " } 


8 . 


3 ( 1 + e +x ) { tan- ( er ) }87s 


9 . 


Nar - 62 
a + b sip : 


10 . 


Nar - 62 
a + b cosa 


11 . 


loga 
ac ( 2 + log ? x ) Vi + log x 


12 . 


8 - 3x2 - 1023 
2V (2 - x *) { 1 - (2x + 1) (2 - x *) } 


3 


1 


13. 3 cot 6 3x 


14 . 


15 . 


V16 + 9.c 


2 cos X 


2 sin 27 


16. tan-- 1 X 


{ cos 


cos x tan - x + 

1 + 2 ? 


1 


17 . 


3 
1 + x2 


18 . 


20 . 


Na 6² 
2 ( atb cos & 


4 Nex - 1 


பயிற்சி 17 


3 


2 


1 . 


vi 


2 
. 


3 . 


2 
1 *** 


V1-22 


1 + x2 i 


2 


2 


2 


.4 . 


5 . 


6 . 


N1- 22 


17231 


N1 - 302 


1. VISS V r. gultas 


1 
2 ( 1 + x ) 


10 . 


1 
2 (1 + x *) 


; 


11 . 


1 
2 ; 


12 
. 


- 


1 
2 


Nc? - 22 


13. Van 14 . 
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பயிற்சி 18 


1 . 


ax + hy 
hx + by 


2 . 


b ? W 
a 3 


3 
. 


* 


4 . 


1 


5 . 


w ( a - 2 - 2g ) 
y ( a + 2y + 23 ) 


6 . 


- (s ) " (2 ) " 


3 


y 


7 . 


2 


- 2a 


பயிற்சி 19 


b 


1. | 


2 . 


coto 


b 


3 . 


b 

coseco 
0 


4 . 


- 


tan G : 


8 


5. tan 


을 


6 . 


cot G. 


7. tant 


8 . 


2t - t4 
1-2t 


9 . 


sin a (2 cos 26 - 1 ) 

cos 38 


பயிற்சி 20 


1. ( 1 ) 1 


( 2 ) esin -18 


1 


1 


( 3 ) 


( 4 ) 


, 


- 


43 Ve + 1 


2 


பயிற்சி 21 


1. ( -1 ) " . n ! 


[ 2 


21 + 1 
( 23 - 1 ) +1 


1 
( x + 1 + 
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n + 1 


2. ( -1 ) " . n ! 


[ 5( -1}n+ i+ 3(2-1)+++ + 9(2 +2)** 

x +1] 


3 . 


[ 


( - 1 ) " . n ! 

1 
* + 

2 


E누 


1 + 1 


( -1 ) " . n ! 

3 
X + 

2 . 


12 + 1 


.4 . 16 


16 ( -1)" : n ! 

( 26 -- 2 )" + 1 


( -1) " . n ! 
( x - 1 )* + 1 


( -1) " . n !. 2n - 1 


.5 . 


1 
2x – 1 ) " + 1 


1 
(2x + 1) +1 


.6 . 


n 


312 
+ 


COS 


x + 


2 


: 8 . 


- 4.8n sin 


) 


[( 

: 
1 sio (* * **) - in ( * + **) 
å ( * I cos ( 3x + " ) 
- . 
[ 1 > sin ( * + 128 ) - 2,10+ sin ( +109 ) 

(97 + 80 ) + 10. 8 " sin (974 + 68 
+ 6.4 -.sin ( + 18 ) - 99.2 sin ( +20 ) ] 
+ [ cos ( + 2 ) + 4 " cos (** + **) 

(9 
:10. [ 4- sin ( + **) + 2 * sin ( + 23) 

6 " sin (* 7* + 

( * + 6x ) ] 
(20)n/? eto cos 1 ) . 


9 . 


+ 69 cos 


NT 

+ 6x 
2 


+ 61 sin 


1 


11. 2212--1 . e4x 


2. to n tan - 1 


2 


| 2ct ; 9 - ct? 
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பயிற்சி 22 


1. ( i ) 3x + y - 10 = 0 ; x – 3y + 10 = 0 . 

( ii ) 3x + 54 – 14 = 0 ; 5x – 3y - 12 = 0 ; 


20 


( iii ) y 


+ at ; y + tx = 2att at : 


t 


( iv ) x cos 0 + y sin e 


a . 


* + 


e 을 


- 


da 


( vi ) 


X COS O y sino 

+ 
a 

b 


= 1 ; 


bx 

= a -6 % . 
sino 


COS O 


2 , 10x + 3y - 32 = 0 . 


5. 3x + y = 10 . 


6. 2x - y = 1 ; 


( -5 ); 


5 
4 


11 . 


X = y cot 


to을 


0 

tao . 
2 


12 . 


X = 

y tan 


9 


tao . 


13. 4x sin o 


4y cos 0 - 3 sin 40 . 


பயிற்சி 23 


a V5 


1 
. 


g 
[ 
ܟܬ 


2a , a v5 


2 


7 . 


a sin o , a sino sec , a sina o cos , a sint o scca 


8 . 


a cott ( sin t - t cos t) ; a tant ( sin t - t cos t ) 


9 . 


a sin o ; a ( 1 


cos 0 ) . tan 


0 
2 


பயிற்சி 24 


111 


1. 807 6. et . 2 . 


1 

5. 91. 3 . 
907 


3 ! 1 
871 


4. 10507 5 . 
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8 


8111 


6 . 


을 


7 . 


350 / 
3 


8. 


30 

மை . 9. 40V3 10 . 
7 


8T 
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1. தி . வே . 16 ; தி . வே . மா . 


32 | sec 


2. தி . வே . மா . 12 / sec 


3. தி . வே . = - 3 / sec . ; தி . வே . = 0 ஆனால் , 
தி . வே . மா . = 


+6 . 


பயிற்சி 26 


1. ( i ) மீப்பெரு மதிப்பு - 54 ; மீச்சிறு - 71 


3. மூடியுடன் h = 2r ; மூடியில்லாமல் h . 


= r 


10. அடி ஆரம் 1 " ; பாதி உச்சிக்கோணம் sin - 1 


( 3 ) 


3 


பயிற்சி 27 


1. ( i ) a 


= a . sec ( ax + by ) ; uy 


b sec " ( ax + by ) 


y 


1 


( ii ) a 


; uy 


x V x² 


y 


M- 


( iii ) um 


20 " + 2ny 

2 y 
( x + y ) + ( +y ) ? 


பயிற்சி 28 


1. 1 2. • 7 


4 . 


5rcot 63 

36 


8. ( 2 + cot 2 :) % . 
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பயிற்சி 29 


1 


1 . 


( 37 ) /2 

12 


2 . 


3 . 


3a 
27/2 


5 . 


125 
24 


M2 


6. ( i ) 2a ( 1 + 2 ) / 2 


( ii ) 


( a sin a + b cos 05/2 

ab 


( iii ) 6t (1+ te) ? 


( iv ) a sec e tan e 


2 


( v ) at 


( vi ) + ( +1) 


9. 2 . 


தொகை நுண் கணிதம் 


1. தொகை காணல் 

( Integration ) 


1.1 தொகை நுண்கணித முறை வகைநுண் கணித . 
முறையின் தலைகீழ் மாற்று முறையே ஆகும் . ஒரு சார்பின் 
வகைக்கெழு கொடுக்கப்பட்டிருக்கும் . அதை வகைக்கெழு 
வாகக் கொண்ட முதற் சார்பைக் காண்பதே தொகை நுண் 
கணிதத்தின் நோக்கமாகும் . 


d 

[ F ( at) ] = f ( ar ) ஆனால் , F ( x ) என்பது , f ( a ) ன் ஒரு 
dx 
தொகையாகும் . [ F ( e ) என்பது f ( x ) ன் முதற் சார்பு 
( Primitive ) ஆகும் . ஆனால் தொகை ( Integral ) என்று 
கூறுவது மரபு . ஆனால் அவை இரண்டிற்கும் வேறுபாடு 
உண்டு என்று மாத்திரம் அறியவும் ) . இதனைத்தான் 


F ( w ) 


S f ( x ) dx 

என்று குறிப்போம் , இங்கு f ( or ) 
தொகுக்கப்படும் சார்பெனவும் F ( c ) தொகை எனவும் , 8 
தொகைக் குரிய மாறி எனவும் கூறப்படும் . 


C என்பது ஏதாமொரு மாறிலியாக விருந்தால் , 


d . 
dx 


[ F ( w ) + C ] = f ( x ) ஆகும் . 


: / f ( c ) das = F ( c ) + C 
C க்கு எந்த மதிப்புக் கொடுத்தாலும் , இது உண்மை . ஆகவே 
F ( x ) + C என்பதைத் தொகை அல்லது அளவுபடாதது 
(( Indefinite Integral ) 

எனச் 

சொல்வோம் . ஒவ்வொரு 
தொகைக்கும் ஏதாமொரு மாறிலி C சேர்க்கப்படுவது தொகை 
காண் முறைக்குரியதாகும் . சில குறிப்பிட்ட இடங்களில் 
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விவரங்கள் அளிக்கப்பட்டிருந்தால் , C ன் மதிப்பைக் காண 
லாம் . 


தொகை காண் முறையை வகைக் கெழு காணும் முறை 
யோடு இணைத்து , அவை ஒன்றுக்கொன்று தலைகீழ் மாற்று 
முறை என்பதை அறிந்து , சில திட்ட அமைப்புகள் அல்லது 
வாய்பாடுகள் நிறுவலாம் . கீழ் குறிக்கப்பட்ட வாய்பாடு 
களில் தொகையுடன் C என்ற மாறிலியைக் கூட்டிக் 
கொள்ளவும் , 


1 . 


* 


xn dx 


x +1 
71 + 1 


( m + - 1 ) 


2. J da 


= W 


3. [ *r - log, = 


4. Je da 


- 


er 


5. J sin x de 


COS X 


6. / cos e dw 


sin x 


7. I sec x da 


tan 2 


8. cosec a da 


cot 


9. I secx tan vaa 


sec 30 


10. / cosec x cot x dam 


cosec 30 


11. I cosh w dw 


sinh ở 


12. S sinh x dx 


cosh x 


13. I sech w dw 


tanh w 


14 , I cosech x dx 


cot hac 


15. / sec he tan ha dx = 


sech a 


16. / cosech x cot ha da = - cosech a 


தொகை காணல் 
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dx 


17 . 


sin - 10 அல்லது - cos - 1 » 


M1- 2 


18 . 


( * 
SHTE 

- 


tan - 10 அல்லது - cot- x 


dx 


19 . 


sec - 1 x அல்லது 


cosec- ! x 


x V2- 1 


dx 


20 . 


1 


s Vati 


sinh 


M +1 


21 . 


dx 
V - 1 


= 


cosh - 1 3 . 


மற்றும் இரண்டு முக்கியமான குறிப்புகள் . 


( i ) / R f ( x ) de = R / f ( s ) ds 
( ii ) I ( u + 1 + u ) dw I uds + I vds + I wda :. 


மாதிரி 1 . 


தொகை காண்க . 


dx : 


f + an 

. 
- | (E + ) - f (+++ ) 
= 

S 
log . + + 5 ( 

( +1 ) 


doc 

+ 5 


dx 


x² 


+ C 


loge x 


5 

+ C 
2x2 


மாதிரி 2 . 


மதிப்பிடுக : 


si 


sin w 
1 - cos2 


dx 
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1 - cosa x 

dx 
1 


- COS 3 


S ( 1 + cos x ) dx 

ſ dx + S cos x dx 
= x + sin x + C. 


மாதிரி 3 . 


மதிப்பிடுக : 


1 - cos 2x 

dx 
1 + cos 23 


Sherco 
Shp 


1- cos 2x 

• dx 
1 + cos 2x 


Sme 


2 sin a 
2 cosa 2 


22 


|11 


Stan ’ « dx 
S ( sec? x - 1 ) da 

S secº x dx ſ dx 
= tan x - x + C . 
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x ஐ ஒட்டித் தொகையிடுக , 


1. ax ? + bx + c 


2. (x2 - 1) 


2 


3. 22 / + * + / + 1 


4 . 


( 2 - 

- ) 
with 


5 
. 


x * - 5x + 2 

Væ 


6 . 


7. cota x 


8 . 


10 cos X - 5 sec x tan 


9 . 


cosa 2 
1 - sin x 


10 . 


sin x 
1 + cos x 


11 , 


secx ( sec 2 – tan x ) 


12. cos X / 2 


13. sina 2/2 


14. ( 2 + ) 


15 . 


x ( 1 – x ) ". 


1 
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1.2 தொகை காணத் திட்ட முறைகள் ( Standard Methods 
of Integration ) . 


தொகை காண , பலவி திகளும் முறைகளும் உள்ளன . 
அவைகளைப் பாகுபடுத்திக் கூறுங்கால் , பொதுவாக ஐந்து 
தலைப்புகளின் கீழ் அவைகளைக் கற்கலாம் . 


( i ) ஈடு செய்து தொகை காணல் ( Method of Substi 
tution ) . 


தொகை 


காணல் 


( ii ) இயற்கணிதச் சார்புகளின் 
( Integration of Algebraic functions ) . 


( iii ) கோண கணிதச் சார்புகளின் தொகை காணல் 
( Integration of Trigonometric functions ) . 


காணல் 


( iv ) விகித முறாத 

சார்புகளின் தொகை 
( Integration of Irrational functions ). 


( v ) பகுதிப்படுத்தித் தொகை காணல் ( Integration by 
parts ) . 


ஈடுசெய்து தொகை காணல் . 


அமைப்பு 1 - மதிப்பிடுக : If ( ax + b ) dw 

ax + b = u என்க . 


adc 


dau .. 


ஃ If ( ax + b ) da 


f a fu) . da 
- + 

[ f ( w ) du . 


மாதிரி 1 . 


மதிப்பிடுக : / (ax + b ) dr . 


ax + b = 4 என்க . 


adx 


du .. 


224 


தொகைநுண் கணிதம் 


du 


S ( ax + b ) " dx 


S un 


a 


u " du 


1 


UN + 1 


a 


+ C 
n + 1 


(ax + b )* + 1 

+ C 


( n + 1 ) a 


இதே மாதிரி கீழ் வருவனவற்றையும் நிரூபணம் செய்ய 
லாம் . 


ear 


1. Seac dx 


+ C 


a 


log (ax + b ) + c 


2 
. 


dx 
ax + b 


3 
. 


cos ( ax + 6) + 


C 


S 
S sin (ar +b)de 
၂ ce 
so 


sin ( ax + b ) 


4 . 


cos ( ax + b ) dx 


+ c 


tan ( ax + b) + C 


5 
. 


sec ( ax + b ) dx 


a 


மாதிரி 2 . 


$066 : S cosa x dx 


cosa x = 2 cos ? x - 1 


cosa x = 


1 + cos 2x 

2 


scos z dw - S +c99 22 

- S dr + } [ cost a de 
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X 


sin 2x 

+ C 
2 


sin 2x 


aly 


+ 


* C . 


4 


மாதிரி 3 . 


BUG : S cosø x dx 

4coso x– 3 cos x 


cos 3х 


cosx 


cos 3x + 3 cos x 

4 


ſco 


cos x dx 


cos 3x + 3 cos x 

4 


dx 


ſ 

S 


cos 3x dx + 


3 
4 


4 


S 


cos x dx 


- sin 


sin 3.0 3 

+ 
3 4 


sin x + C 


3 sin a 


sin 3x 

+ 
12 


+ C 


4 


மாதிரி 4 . 


மதிப்பிடுக : 


S sin x . sin 2x · sin 3x dx 


sin x sin 2x sin 3x 


4 sin x sin 2x sin 3.x 


3x] 


2 sin x . 2 sin 2x sin 3x 


1 [ 
1 [ 
1 [ 

[ 
4 [ sin 


12 


sin x ( cos x - cos 5x ) 


] 


2 sin a cos x -- 2 sin x cos 5x 


11 


4 


os 5x ] 
4x ] 


sin 2x – sin 6x + sin 4x 


9. I - 15 
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.. 


ſ sin x sin 2x sin 3x dx 


4 


- Sisin 


( sin 2x – sin 6x + sin4x ) dx 


1 
- + [ - 623 24 + 698 & as"] + 

c 


C 


மாதிரி 5 . 


மதிப்பிடுக : 


Stan ? 2x dx 
/ ( sec 20 - 1 ) da 
J sec2 2x da - I ds 
tan 20 

- x + C 
2 


= 
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கீழ் வருவனவற்றிற்கு ஐ ஒட்டித் தொகை காண்க : 


1. ( 20 + 3) 


2. ( 3 - 20 ) 


3 
. 


1 
( a - bx ) " 


4 . 


1 
3- 53 


5. e2-33 


6. Ve 


7 . 


8 . 


1 
Ma - be 


1 
(b + asr/ q 


9. sin nx 


10. sec ( 1 - 20 ) 


11. cosec2 3w 


12. cosec 2x cot 20 


13. sec 3x tan 3x 


14 , sin ? 3x 


15. sin 3x cos x 


16 . 


cos 5x cos 3x 


17. sin 2x sin x 


18 . 


cos x cos 2x cos 3x 
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19. sin ? x cos 3w 


20. sin x 


21. cos 30 


22. sin ax 


23. sin x cos x 


24. ( a - b ) sec 


2 


25 . 


anic . 


14. அமைப்பு II : தொகைக்குரிய சார்பு F { f ( x )} f ( x ) 
என்ற அமைப்பைப் பெற்றால் u = f ( x ) என்ற பிரதியிடலால் , 
தொகை காண முடியும் . 


- 


மாதிரி 1 . 


sin ( log x ) 


மதிப்பிடுக : | 


dax 


1 


= 


இங்கு 


log ன் வகைக்கெழு என்பதைக் காணலாம் . 


log x என்க . 
dx 


du 


T 


sin ( log x ) 

da 


S si 


sin it - 


M. da 


0 


cos u + C 


- 


cos ( log x ) + C . 


மாதிரி 2 . 


மதிப்பிடுக : I e ( sint " w + cos ce ) ( sin 20 - sin c ) da 


இங்கு ( sin 20 - sin x ) என்பது ( sin w + cos x ) ன் ஐப் 
பொறுத்த வகைக்கெழு என்பதைக் காண்க . 


- 


( sin w + cos 8 ) என்க . 
( sin 2x – sin x ) dx 


dau 


= 
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Selsin * x + cos x ) . ( sin 2x -- sin x ) dx 


Jeu . du 


eu 


esin x + cos : + C . 


மாதிரி 3 . 


மதிப்பிடுக : 


S 


sins x 

de 
cos10 x 


sin8 x 

dx 
coss x . cose x 


tane x . sec x dx ; 


ul = tan x என்க . 


du 


sec x dx 


- Tr de - " + c 
- tag = + C 


1 


மாதிரி 4 . 


மதிப்பிடுக : 


Seter 


dx 


er-+ e 


தொகைக்குரிய சார்பில் , தொகுதியையும் பகுதியையும் 
e + ஆல் பெருக்குக . ஆகவே , 


es 


J (e ) + 1 


dx 


e 


u என்க , 


ex dx 


du 


- 1s 


du 
u ? + 


= tan - 1 ( u ) + C 


tan- ( ex ) + c 
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* ஐ ஒட்டித் தொகை காண்க . 


sec ? ( log x ) 


1 . 


2. ( ex + 1 ) * . es 


0 


3 . 


tan - 1 3 
1 + x 


4 . 


1 
tan - 1 x ( 1 + 3 ) 


esin - 1 x 


5 . 


6. ( a + ) 1 ° . -1 


M1 - 2 


7. sin ( w ) . - 


8 . 


sin va 
MR 


9 . 


( 1 + Ver 

V 


10 . 


sin ( tan - 1 x ) 

1 + ? 


11 . 


+ )" 


1 " 1 


12 . 


e { x + 1 / x ) 


(1- + ) 


a 


82 


1 


13 . 


14. Vsin x cos w 


e - w-+ 1 


15. log sin x . cot x 


16 . 


Vtan x . sec2 x 


17. sin x cos : x 


18. sec x . tan x 


19 . 


1 
( 1 + e ) ( 1 + e- * ) 


( 1 + e + ) 


20. log sec w . tan x . 


f ( x ) 
15 அமைப்பு III : தொகைக்குரிய சார்பு என்றாக 

f ( x ) 
அமைவதாக இருந்தால் 2 = f ( w ) என்ற பிரதியிடலைக் 
கையாள வேண்டும் . 


திட்ட அமைப்புகள் ( standard forms ) . 


sin x 


(( i ) ſ ta 


tan x dx 


F = 


s 


COS 30 


L 


cosm என்க . 
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du 


sin x dx 


du 


ES 


log u 


U 


log cos x + C 
log sec x + c 


அதேமாதிரி 

( ii ) Scot x da 


log sin x + C. 


( iii ) S sec x dx 


- I 


sec x ( sec x + tan x ) 

dx 
( sec x + tan x ) 

( sec x + tan 2 ) 6T 60T . 


U = 


duน 


( sec x tan x + secº x ) dx 
= sec x ( sec x + tan x ) dx 


du 


: S 


log u 


26 


log ( sec x + tan x ) + C 


அதேமாதிரி , 

( iv ) S cosec x dx 


- 


log ( cosec x + cotx ) + C. 


மாதிரி 1 . 


மதிப்பிடுக : S 


et 
ex 


dx 


1 


e x - 1 = U6T GOT . 


2ex dx 


du 


du 


-SES 
do 

blog (9** – 1 ) 
log ( e ** - 1 ) + C 


1 


log u = 


2 


11 


1 
2 
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மாதிரி 2 . 


மதிப்பிடுக : / 

S 


2 cos x + 7 sin x 

dx 
2 sin x 

7 cos W 


தொகைக்குரிய சார்பில் , தொகுதி பகுதியின் வகைக் 
கெழு எனக் காண் . 


2 


2 sinw 


7 cosm என்க . 


= 


du 


( 2 cos x + 7 sin x ) dw 


du 


- 


log u 


1 


log ( 2 sinac 


7 cos x ) + C. 


மாதிரி 3 . 


மதிப்பிடுக : | 


sinx COS W 

dx 
a sin x + b cos : 3 


as sin x + b cose x = u என்க . 


du 


{ a . 2 sin x Cos x + b2 ( - 2 sin w cos x ) } dw 


( a sin 20 


62 sin 2x ) dx 


dau 


sin 20 ( a - b ) dw 


- 


du 


sin 2x dx 


du 
a2 

b2 


sin x cos x dx 


du 
2 ( a - b ) 


du 


--- 


S 


ALL 


1 
2 ( a? - 62 ) 

1 
2 ( a - b ) 


log ( a sin x + b cos : x ) + C. 
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1 . 


cos * 
sin x 


2 . 


1 
ew +1 
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er 


e 


3 
. 


4 . 


5 cosm 

3 sin 30 
5 sin x + 3 cos x 


et te - 2 


cot x 


5 . 


-1 


6 . 


log sin x 


a + bxt 


sec 2 


7 . 


8 . 


1+ COS 

+ x 
x + sin x 


sec x + tan x 


9 . 


sec x 
a to b tan x 


10 . 


ax + b 


1.6 விகிதமுறு இயற்கணிதச் 

இயற்கணிதச் சார்புகளின் தொகை 
காணுதல் ( Integration of Rational Algebraic function ) . 

அமைப்பு 1 : திட்ட அமைப்புகள் அல்லது வாய்பாடு 
கள் ( standard forms) . 


dx 


( 1 ) 4-1 


2 


1 + 


( சு ) 
(( 3 ) 


tan - 1 


1 


1 


tan - 11 


1 


0 


a 


a 


1 

0 
tan - 11 

+ C 
a 

a 


1 


da 
W + a 


1 


ஃ . 


tan 


+ C . 


a 


( ii ) 


ر 
( 
ii 
) 


dx 
2 - a2 


1 AAL B ( பகுதி பின்னங்களாகப் 

+ 
32 - a ? x + a 

போட்டால் ) 
1 

1 
A = 

; B = 

+ 


2a 


20 


1 1 
2al x- a 
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1 


- 


f - 1 [ fr - f # ] 

[ log ( x - a ) - log (x+ a)] 
S 2. log " -4 + c. 


20 


.. 


dx 
3 - aa 


- 


அதேமாதிரி , 

dx 
a ? - ? 


( i) | 


- log == 


+ C ஆகும் . 


இந்த அமைப்பு 1 ( Type I ) - ல் , தொகைக்குரிய பொருள் 

1 
ax + bx + C 

ஆகும் . இங்கு aa + bx + c ஐக் காரணிப்படுத்த 
முடியாததாக விருக்கும் . அந்த நிலையில் , 8 உறுப்புக்களை 
ஒன்றுபடுத்தி இருபடித்தான உருவத்தைப் பெறச் செய்ய 
வேண்டும் . பின் , மேல் குறிக்கப்பட்ட 3 திட்ட அமைப்புகள் 
அல்லது வாய்பாடுகளை 

வாய்பாடுகளை ஒட்டி அமையும் . நாம் தொகை 
காண எளிதில் முடியும் . 


மாதிரி 1 . 


மதிப்பிடுக : | 


S 


dx 
" - x + 1 


- :- * ++ T(-- 

) (3 ) 
-... ----- ( 2) 


+ 


+ C 


மாதிரி 2 . 


மதிப்பிடுக : 


s - 


dx 
1- x - 3 
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--- ++ ) 
- * + 


1 
2 


V5 

+ x + 
1 

log 
M5 

V5 
2 . 
2 

2 


1 


1 


-- 


- 


1 V5 + 20 + 1 

log 
V5 V5 - ) : - 1 


1-7 . அமைப்பு II ( Type II ) : Je 
+ 


யை 


தொகை காண , 

காண , தொகைக்குரிய சார்பின் தொகுதிரை 
( Numerator ) ப் பின் வருமாறு எழுதவேண்டும் . அதாவது 

il 
Ix + m 

im 

( பகுதி ) + B என்று எழுதவேண்டும் . 
தொகைக்குரிய சார்பு இரண்டாகப் பிரியும் . அவற்றை முற் . 
கூறிய விதிகளால் தொகைகாண முடியும் . 


A. 


மாதிரி 1 . 


மதிப்பிடுக : +25 


dr 


a + 1 = A ( 2 + 6 ) + B. 


2A = 1 ; 


. 


A = . 


6A + B = 1 ; 


B = - 2 


s 


+ 25 


dx 


x + 1 

1 ( 2x + 6 ) - 2 

dx 
R + 6x + 25 

X + 6x + 25 
1 ( 2x + 6 ) da 

2 
+ 6x + 25 


2 


+ 6 + 25 


du 
+ 6x + 25 


Og 60.5 61600760 
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!! 


2 


1 


log (2® + 6x + 25) – 2 ) (2739 

3 +(4) 
= 

log (x2 + 6x + 25 )- 


2 

- log (22 + 6x + 25 ) - 2 . 


tan - x + 3 


4 


4 


1 


B 


tan - 1 x +3 

tc 


4 


மாதிரி 2 . 


1 


x2 + x + 1 

dx 
22 – 3 + 1 


1 


xa + x + 1 = A ( 22 – + 1 ) + B ( 2x - 1 ) + C .. 


A = 1 


- A + 2B = 1 


2B 


2 


:: B - 1 


A - B + C = 1 


C = 1 


Xc2 + x + 1 


( 22 – x + 1 ) + 2x – 1 + 1 . 


** + x + 1 

dx 
* - 3 + 1 


S 3+ 


2x - 1 

dx + 
2 2 - x + 1 


Spot 


1 

dx 
- * + 1 


za 


1 


Svet so 

( x2 – x + 1) + (2x - 1 ) +1 dx 

( x - + 1 ) 
- S * = * #1 dx + 

dx + S 
- S 
ſ dx + log ( x * = x + 1 ) + S 

(z - 7 ) + ( ) 
x + log ( 22 – 2 + i ) + tan- ,(****) + 

V3 


dx 


2 


+ C 
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மதிப்பிடுக : 


1 . 


s 


dx 
x + 2x + 3 


2 . 


S 


dx 
x2 - 12x + 36 


- 


dx 


3 . 


dx 
2 - 23 - 35 


4 . 


- 
Si 


dx 
1 + x - 


6 . 


| + 5 + 4 
J ++ 
J1+ - 22 


dx 





7 . 


. 


dx 
3.02 - 40 - 5 


8 . 
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9 . 


s 


x + 1 

dx 
x2 + 4x + 5 


+5 


10 . 


3 - 2 

• da 
- 6x - 9.2 


1 


si 
s 


11 . 


50 + 1 

dx 
- 20 - 35 


12 . 


x + 5 

dx 
3 + 2x - 32 


13 . 


s 


4x + 5 

dx 
x + 2x + 2 


14 . 


w + x + 1 

- x + 1 


dx 


3 +20 


15 . 


16 . 


+ 2x + 2da 


S , 


1-3 

dx 
2.x2 - 6x + 5 


- 


17 . 


Samarbete de 


18 . 


Si 


- +1 
1- - 


dx 


4 + 2v * - : 


1 - W 


19 . 


dx 
43 - 4x + 3 


20. / ++ 


dx . 


18. அமைப்பு III - பகுதி பின்ன முறை ( Method of 
partial fractions). 


தொகைக்குக் கொடுக்கப்பட்ட சார் பின் பகுதியைச் 
சினைகளாகப் பிரித்து , பகுதிபின்ன முறையைக் கையாள 
வேண்டும் . 
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மாதிரி 1 . 


மதிப்பிடுக. ( * +3 ( 4) 


ச 


+ 

x - 2 


x + 11x + 14 

dx 
( w + 3 ) ( x2 - 4 ) 
x2 + 1lx + 14 

A B C 

+ 
( w -- 3 ) ( w - 2 ) ( x + 2 ) 

N + 3 

x + 2 
2+ 110 + 14 = A ( w - 2 ) ( x + 2 ) + B ( x + 3 ) ( +2) 

+ C ( w + 3 ) (w- 2) 
x = 2 ஐ ஈடாக்கினால் , 20 B = 40 

B = 2 


. 


- 2 ஐ ஈடாக்கினால் , 


4C 


- 


- 4 


C = 1 


0 = 


- 33 ஐ ஈடாக்கினால் , 


5A = 


- 10 


A 


- 


- 


2 


x + 11x + 14 
( x + 3 ) ( x - 4 ) 


dx 


s 
--21 * + : 1:* + 1 / 


dx 
x + 2 


|| 


- 2 log ( x + 3 ) + 2 log ( w- 2 ) + log ( w + 2 ) 
log ( x + 3 ) -2 + log ( x - 2) + log ( x + 2 ) 
( x + 2 ) ( x - 2 ) 

( x + 3 ) 


log 


மாதிரி 2 . 


மதிப்பிடுக : 


S 


dx 
+1 


1 


A Bx + C 

+ 
x +1 

32 - +1 


w + 1 


1 


A ( w - x + 1 ) + ( Bs + C ) ( w -- 1 ) 


1 , ஈடாக்கினால் , 3A = 1 ; 


A 


= 


T 
3 . 
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x = 1 , ஈடாக்கினால் A + 2B + 2C 


-- 


1 


2 


2B + 2C 


B + c = 3 


10 , ஈடாக்கினால் , A + C = 1 


2 


C 


3 


1 


.. 


B = 


3 


- x + 2 

dx 
83 – x + 1 


3 


2 


* * - * + 1+ 
- - log ( n + 1 ) + : 1S 

- 27 
- - log ( x + 1 ) - + log ( s - x + 1 ) 

s 


dic 


+ 


1 
2 


dx 
1 

+ 
2 


C 


M 
2 


+ log ( x + 1 ) - - log ( se - x + 1 ) 

+ -மா- ( - 1) + c 


பயிற்சி 35 


R ஐ ஒட்டித் தொகை காண்க . 


1 . 


x + 5 
( a - 1 ) ( x - 4 ) 


2 . 


3x + 4 
( x - 6 ) ( x + 2 ) 


3 . 


s (e + 1)(1 -2 ) 


1 
x ( w + 1 ) ( 1 - 20 ) 


4. 


1 
( w * +1) 


தொகை காணல் 
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5 . 


32 - T 
( w - 1 ) (x - 2 ) (x- 3 ) 


6 . 


3x + 1 
( x + 2) 


20 


29 


8. 


7. ( z 

( x - 1 ) (x + 2 ) 


( 


(2 - 1) (x + 1) 


9 . 


x + 1 
( w- 1 ) ( x + 2 ) 


10 . 


x +1 
( w - 1 ) ( 23 + 1 ) 


11 . 


12 . 


( 1 + x ) ( 1 + x ) 


3 - 1 
( x + 1 ) (x - 2 ) 


13. " 


14 . 


r ( ++ ) 


x ( x ++ ) 


COS 2 


15 . 


sin x cos C 
cos c + 3 cos x + 2 


16 . 


sin x ( 1 + sin x ) 


sec x 


17 . 


18 . 


20 
( a + 1 ) ( +3 ) 


( tan x + 1 ) ( tan w + 2 ) 


(சர் 
(x + e ){e + ) 


19 . 


20 . 


1 
( x + a ) ( + b ) 


w + 1 


தொகை காணல் 


1.9 . கோண 

கணிதச் சார்புகளின் 
( Integration of Trigonometric functions ) . 


a cos x + b sinx 

cos x + n sine 


dx 


வழி : தொகைக்குரிய சார்பின் தொகுதியை A ( பகுதி ) 

dd 
+ B . 

dx 

(பகுதி ) க்கு ஈடாக்கினால் எளிதில் தொகை காண 
முடியும் . 


மாதிரி 1 . 


தொகை காண்க . 


m sin x + q cos x 

clat . p sin x + q cos x 
a sin x + b cos 3 


A ( a sin x + cos x ) + B ( a cos - b sin x ) 


- 


240 


தொகை நுண் கணிதம் . 


a A - 6B = p 


bAtaB = 9 


A ( a + b ) = ap + bq 


A 


ap - bg 
a + b 


B 


aq- bp 
a ? +62 


... 


p sin x + q cos x 
a sin x + b cos * 


dx 


senas 

son 


ap + bq 
a +62 


a sin x + b cos x 

dx 
a sin x + b cos x 


Sais 


aq - bp 

a cos x - b sin x 
+ 

doc 
a +62 

a sin x + 5 cos * 
aq - bp 
x + 

log ( a sin x + b cos x ) + C 
a +62 


ap + bq 
al +62 


பயிற்சி 35 - A 


மதிப்பிடுக 


1 . 


Sa sin ## 5cos 3 


sin x +3 cos x 

dx 
4 sin x + 5 cos x 


2 . 


2 cos x + 3 sin x 

dx 
4 cos x - + - 5 sin x 


3 
. 


SE 


2 sin x + cos * 

dx 
3 sin x + cos x 


Ą 


S sin of C052 


cos x 

dx 
sin x + cos x 


5 . 


5 cos 0 

do 
2 cos 0 + sino 


6 . 


s 


sin x + cos X 

dx 
sin x - 2 cos x 


S 2. cose + sin e 
S singin t + cos 


sin 0 +2 cos o 

do 
2 sin o + coso 


tano 

do 
3 + 2 tano 


7. S 

Sa 


9 . 


cos x + sin x 

dx 
2 cos x – 3 sin x 


10 . 


S ? 


3 cos x + 2 sin x 

dx 
COS X – sin 


sin x 


தொகை காணல் 
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1.9.1 . அமைப்பு II : ( I [ Type ) இந்த அமைப்பில் 
தொகைக்குரிய பொருள் மூன்று உருவங்களைப் பெறலாம் . 


( i ) | 


das 
a + b cos x 


(( ii ) Sat6 sin 


da 


( iii ) 


ds 
a cos x + b sin x 


தொகைக்குரிய சார்பின் பகுதியில் sin x அல்லது cos 23 
ஒரு படித்ததாகத்தான் இருத்தல் அவசியம் . 


( 1 ) JA 


do 
a + b cos 


D 


0 


tan 


2 


tan - 1t 


= / 


- 


1 - t2 
COS X = 

1 + t 
dx 

1- t2 
a + b 

1 + t ? 


2 
1 
2 


dx 


dt 


1 
t + t2 

2dt 
1 + t 


dx 


= T ++5(1-k) 


( 1 + t ) . ds 
a ( 1 + t ) + b ( 1 - t ) 
( 1 + t ) . 2 dt 

1 + t2 
( a + b ) + t ( a - b ) 


- I (e + 5 + 4-5) 


25+ 


= 


a - b 


dt 
a + b 

+ t2 
- 


dt 


+ t ? 


--- iS 
(V / 

(V = ) 


- 


2 

tan - 1 
Vaa - 52 


இ . 1-16 
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தாகை நுண் கணிதம் 


M 


tap - 1 


tan 


*) ( a > b ) 


att 


2 

- b 
Na - 62 
a < b ஆகவிருந்தால் , 

dt 
2 

( 6 + a ) ( 6 – a ) tº 
2 

dt 
bta 

t 
bra 


s 


a 


2 


dt 


- 


al 


b - a 


t ? 


Wota)" 

Wet 


1 


= 


bta 

+ t 
b - a 
16ta 

t 
V 6 - a 


2 Volume log 

V 


1 


log 


Vota + vb - a.t 

+ C 
Vota - VÕLait 


N62 - 

a ? 


(ii) Satbásin = 


2t 


sin 2 = 


t = tan 


1 + t2 


2 


20 


tan- ( t ) 


2 


1 

da 
2 


1 
1 + t 


dt 


dx 


2dt 
1 + ta 


- S 


2 dt 
1 + 1 

2t 
ato . 

1 +6 


- face 


2dt 
a ( 1 + 1 ) + 

6.27 


243 


9165 600760 


25 ax +266 + a 


dt 
at + 26tta 


- + 

S 


2 


dt 

26 
t + 

t + 1 


a 


dt 


1 2음 s 


- 


( + ) +1 


- a S 


b 
+ 

a 


음 ) 


dt 

a ? - 62 
+ 


a2 


dt 


222 S 


bi? 


(4 + 5)*+ 6 m 


b 


t + 


2 


1 


tan - 1 


a - b 


a 


a 


2 


tan 


( + ) 


at + b 
a - 5 


+ c 


a - 6 


( iii) 


dx 
a cos x to sin x 


SSão 
-S 


dx 


( + = + 


2 
tan 

2 


(174 


1 

ta 
1 +7 


+ b . 


2t 
1 + t 


ES: 

( ) 


2 dt 
1 ++ 
t ? 


a 


+6 . 


2t 
1 + ta 


- Sa 

1-2m +261 


2dlt 
( 1 – t ) + 260 


-Sat 


2ät 
a + 26t - at 


244 


தொகைநுண் கணிதம் 


dt 

25 
1+ 

t - t ? 


- 21 
-5 -( - ) 

(1- ) 
( 


2 


1 
2 


1+ ( t 
log 

1 . 


a 


1 


log 


a + at - 6 
a - at + 5 
a ( 1 + t ) - 5 
( 

+ c . 


1 


== 


loga (1 - 1 )+ 


மாதிரி 1 . 


dx 
5 + 3 cos X 


1 - 2 
Cos0 = 

1+ 


0 


t = tan 


2 


20 


, 


tan - 1 ( t ) 


2 


1 
2 


. da 


+ 


1 
1 + t 


dt 


dx 


2dt 
1+ 


S 


2dt 
1 + t 

1 
5+ 3 


t ? 


- 


1 + t 


) 


2dt 
( 1 + t ) + 3 ( 1 - t ) 


245 


68160 % 60760 


-27 
- 


dt 
8 +21 

dt 
4 + 2 


- S 2 * +8 


at 
( 2 ) + t ? 


1 


- 1 


tan - 1 


( ) 


2 


2 


1 


tan 


tan 


2 


tc . 


2 


2 


மாதிரி 2 . 


dx 


MBUNGE : 5 1+ 3 sin 3 + 4 cos a 


t 


= tan 

2 


தனால் 


-S 


2dt 
1 + t 

2t 
1 + 3 . + 4 

1 + ta 


4( 17 ) 


-- S ( + * + 64+ 4(1=4) 


2dt 
( 1 + t ) + 6t + 4 (1-2) 

2dt 
5 + 6t - 3t2 


- 5 5+ 62– 36 


2 
3 


s 


dt 
5 

+ 2t 
3 


dt 


2 
3 


colo 


- 


( 1 – t) 


dt 


i 


-STV3-26" 


( 1 – t ) 


colo 

il 


col 
coll 
col 
com 


V 


1160199 


V 


- 


log 


2 


+ a 
246 

தொகை நுண் கணிதம் 
8 

+1 -t 
2 1 

log 
3 
2 

1 tt 

8 

-1 + t 
1 

3 
206 

3 

+ 1 - t. 
212-131 tan 
1 

2 
log 
216 

1 tan 

2 
பயிற்சி 36 
கீழ்வருவனவற்றை மதிப்பிடுக . 
dx 

dx 
1 . 

2 . 
12 + 13 cOS 

5 + 4 sin 
dx 

dx 
3 . 

4. 
13 + 12 cos x 

cos x + 3 sin < 
dx 

dx 
5 . 

5 -4 sin 3 


11 


26 


1 


S 12 + 13 COS 2 


5 5+4 sin = 


S 13+ 12 cosa 


S , 


6. 55-4 sin * 


s 
7. Scoate sing 


dx 
3 cos x - 4 sin a 


8 
. 


S3.com 


dx 
5 cos 2x + 12 sin 2x 


sin 


1 


sin x 


9 . 


S 1 + 1an 


10 . 


si 


dac 
3 + 4 sin a 


COS 30 

dac 
5-3 cosa 


12 , 


S 5+4 sin 


sin * 
5 + 4 sin 


dx 


தொகை காணல் 
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19.2 விகிதமுறாத சார்புகளின் தொகை காணுதல் ( Inte 
gration of Irrational functions ) . 


தொகை காணக் கையாளப் படும் பொது விதிகள் : 


( 1 ) தொகை காணும் சார்பில் , வர்க்க மூலக்குறியின் 
கீழ் ஒருபடி சினையாக விருந்தால் , அச்சினையை க்கு ஈடாக்க 
வேண்டும் . 


( 2 ) வர்க்கமூலக் குறியின் கீழ் அமையும் சார்பு , 
a + ஆக விருந்தால் = a tan 0 அல்லது x = a sinh a வை 
பிரதியிட வேண்டும் ; a - ஆக விருந்தால் = a sin a 
வைப் பிரதியிடவேண்டும் ; x - a ஆக விருந்தால் x = a sec e 
அல்லது c = a cosh g வைப் பிரதியிடவேண்டும் . 


மாதிரி 1 . 


( x 


மதிப்பிடுக . 


S 


XV1 + : 


1 + x = 2 ? என்க . 


də 


2u du . 


2au du 
( u - 1 ) . Us 





2dar 
2u2 - 1 


S 
2 . } .log 


il - 1 
u + 1 


! 


! og 


Vi + w - 1 

+ C. 
} + c +1 


மாதிரி 2 . 


dic 
( 1 - 23 ) VI 





sill G. என்க . 


dx = cos e de . 


248 


தெதாகை நுண் கணிதம் 


cos o do 
( 1 - 2 sin o ) . cos o 


Sa 


1 


log ( sec 20 + tan 20 ) 


2 


- Žlog ( + sin 29 


1 + sin 20 

cos 20 


= 


1 
2 


log 


cos 0 + sin 02 
cosa - sinº 


1 


= 


log 


No 


cos Otsing 
cos 0 - sino 


2 


100) 
- log (VI - ** + * 


+ c . 


11 


22 

XC 


பயிற்சி 36 - A 


xo 


1 . 


2 . 


dx 
y 2x – 1 


Su 
s 


172 


x + 1 

dx 
-1 


4 . 


Suit 


- 230 


4x +5 


1. S ** T = 2 de 
3. IV 

Sa 
5. S. 
7. S 
a Sites 


6 . 


• dx 


V2 + 1 


Sio + 21 +2 


dx 
( x + 2 ) Vx + 3 


8 . 


SM 


V * 

dx 
1 + 2 


10 . 


S 


dx 
(x taa)312 


11 . 


Siart your 


dx 


12 . 


(aº + x4 ) 312 


Sa 


( x + 1 ) VX - 1 


249 


960 * 1 600760 


திட்ட அமைப்புகள் அல்லது வாய்பாடுகள் : 


2 


(1) S 


da 
Va - x ? 


sin - 1 


+ C 


a 


dx 


(ii) s vatte 


2 


sinh - 1 


+ C 


a 


له 
ده 
( 
ii) 


dx 


S 


cosh 


N - 


20 

+ C 
a 


a 


( iv ) ſ Vad 


Va – 22 dx 


Na 


2 


30 


a ? 


a ? - x2 

+ 
2 

2 


sin - i 


( v ) ſ Vad+ xédz 


2 


a va + x2 

+ 
2 


a ? 
2 


sinh - 1 


a 


(vi) Vä- a di 


a2 


20 


a V x2 - a 

" 
2 


cosh - 1 


a 


X 


தெரிப்பு ( i ) - 


dx 
a² - x² 


sin - 1 


+ c 


C = a sin 06T 60T s . 


dac 


= a cos o do 


a cos do 
Nama sina o 


sa 


a cos o do 
a cos 


-S 
- S 


s do 


0 


sin - 1 


+ C 


250 


08760 $ 6 / 600T 8 Goof gi 


X 


و 
( 
ii 
) 


dx 

sinh - 1 + C 
Va ? + x2 

a 
a sinh e என்க . 


20 


dx 


a cosh o do 


S 


a cosh odo 
va 

al taa sinh o 


sinh 


a cosh o do 

a cosh 


- S a cosh o do 

S de 


C 


-S 


sinh - 1 


+ C 


a 


da 


( iii ) 


S 


cosh - 1 


+ C 


V x2 - a ? 


a cosh 6T GOT , 


dx 


a sinh 6 . do 


- 5 va cosh*6 - a. 


a sinho 
Na cost ? - 


do 


- SE 


a sinho 
a sinho 


do 


- Sao 


cosh - 1 


+ C 


a 


( iv ) ſ Va*– zvé dx 


a ? 


x Va ? - x2 

+ 
2 


sinh - 1 


2 


a 


X = a sin ST GOT . 


sva? - 23 dx 


a cos do 


Sva -- a sinº o 
S a cos o do 
a ? ( 1 + cos 20 ) 

2 


- S a 11 


do 


697605 11 600760 


251 


a ? 


a ? 
2 


o + 


sin 2.0 


4 


a ? 


X 


a ” - 23 


sin 


a 
+ 
a 


2 


a 


a ? 
2 


sin - 1 


# Na - 22 
+ 

2 


a 


2 


sin - 1 


- Va + n 

ſ væ + zº de 


( v ) 


X = a siph 6T HOT , 


dx 


a cosh o . do 


S va taº sinhᵒ 0 . a cosh o do 
S al coshº o do 
a ” ( 1 + cosh 20 ) 

2 


S 


do 


aa 


+ 


aa 
2 


sinh 20 

2 


2 


22 


sinh 


2 

+ 
a 


2 sinh 6 cosh 8 

2 


2 


2 


a ? 


C 


22 


x va? 

+22 


sinh - t . 


+ 


. 


2 


a 


2 


a 


a 


al 


x Va + x2 

+ 
2 


sinb - 1 


+ C 


2 


a 


( vi ) 


V22 - a . dx 


a cosh 06 607 . 


dx 


a sinho do 


s va cosh - az , a sinho do 
ſ a sinh o do 


252 


தொகை நுண் கணிதம் 


= * 


a ( cosh 29 - 1 

2 


do 


ae 


8 + 


ae 
2 


sinh 20 

+ C 
2 


a ? 


Q3 


= 


- 


8 + 


2 sinh a cosh a 

+ C 
2 


2 


a 


M - a ) 


= 


cosb - 1 


+ 


a ? 
2 


2 


a 


* 


x Vx2 - a2 

2 


aa 
2 


cosh - 1 


. 


+ C. 


மாதிரி 1 . 


மதிப்பிடுக . 5-32° - Ga da 

- // -- 2x- =" க்க 
v3 / > 


3 


- ( x + 1 ) da 


JVa - என்ற திட்ட உருவத்தைப் பெற்றமையால் , 
வாய்பாட்டின் மூலம் 


= Y[ ex +1) / 


= 


20 - 2 


00 


+ 


8 
3 


sin - 1 


3 ( w + 1) 

8 


++ 


மாதிரி 2 . 


மதிப்பிடுக : 


dx 
V + 4x + 8 

dx 
V ( x + 2 ) +22 


- 

sinb- ( ** ) + 


தொகை காணல் 
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மாதிரி 3 . 


: 


It 


4x + 1 
மதிப்பிடுக : 

dic 
Vx - 6x + 18 
4x + 1 = A ( 26 - 6 ) + B 

2A = 4 ; .. A = 2 . 


- 6A + B = 1 
- 12+ B = 1 


B = 13 


Sweet the F 18 


4x + 1 

dx 
V - 60 + 18 
2 (20 - 6 ) + 13 

dx 
V - 63 + 18 

( 23 - 6 ) de 
2 

+ 13 
V - 6x + 18 


- 32+ 15 


ds 


V - 6x + 18 . 


IS 


AV * - 6x + 18 + 13- 
I + 

( 3 ) 


- 4 Vở- 6x + 18 + 13 sinh 


+ 


மாதிரி 4 . 


மதிப்பீடுக : 5 +1+ 


* +1 = = 


என்க . 


1 


da 


dt . 


• . 


- 


t ? 


dt 


+ d 
= J - 

( 1 ) 


+ 9 
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தொகை நுண் கணிதம் 


:-) V -14 + 96 

Svi- 2 +166 


- dt 
V ( 1 – t)+9 

- dt 
VI - 2t + 10+ 


1 


- dt 


- 


vi 


1 


t 


5+ ta 


5 


dt 


Vio 
--VOS 

(i ) + (0-10) 

( 


2 


1 
Vio 


t 
sinh- .. 


داده 
است 


1 
10 
3 
10 


1 


1 

1 
sinh- . 

X + 1 10 

3 
10 


11 


. 


N10 


9 - X 


1 
V10 


sinh- . 


) 


+ c 


3x + 3 


--- 


பயிற்சி 37 


1. BUNGE : 5 V2 sette 
S Ver 48x +3 

3. SVI 
Svonato 

5. Svi 


2 . 


dx 
1 + 2x 


3.2 


- 


4 . 


.4 


dx 
V - a ) (6 - x ) 


6. SV (2 - 2 ) (8 - x ) dx 


7. S Vx + 20x dx 


8 
. 


2 + 2 

dic 
x + + 1 


a. Si 


2x 
Væ44 :0 + 3 


445 + 3 


dx 


தொகை காணல் 


255 


10 . 


I ++3 


3x + 1 

dx 
23 + x + 3 


11 . 


S- 


M + 


* 2 + 2 


x + 2 
+ 23 + 2 


12 . 


+1 


S 


da 
( x - 1 ) Va + 2 


13 . 


ds 


V203 + 


3 


2x + 3 

dx 
43 + 5x + 6 


15 . 


I via -a)(16+ 


V ( a - x ) (b + x ) 


16 . 


دا 
په 
اند 
نہ 
ہو 
کر 


dx 
( w + a ) Vw + 53 


17 . 


$ 142 ) MEI 20-25 
J --2 )Se + 


18 . 


da 
( 1 + x ) V1 


19 . 


dx 
( 1 - 20 ) V30 + 28 + 1 


s 
Sava 12bx +cx 


20 . 


da 
Va + 2bx + ca 


பகுதிப்படுத்தித் தொகை காணல் ( Integration by 


1.9.2 
parts) . 


என்பவை 


வன் 


தேற்றம் : u , 3 
விருப்பின் , 


இரு சார்புகளாக 


ſ udv 


= LO 


J vdu [ us + மாறிலி ] 


தெரிப்பு : A ( ur ) 


do 
= 6 

dix 


+ 


das 

எனத் தெரியும் . 
dx 


இருபக்கங்களையும் 3 ஐ ஒட்டித் தொகை கண்டால் 


SUU = 


dv du 

--- 1 , 
ds dx 


ds 


= 


Jf u do + Jodal . 


Jat do 


= CLU 


/ s da ஆகும் . 


குறிப்பு : இந்த விதியைக் கையாளும்போது உகந்த 4 , 10 
தேர்ந்தெடுக்க வேண்டும் . I ulla எளிதில் தொகை காணும் 
படியாக அமைய வேண்டும் . 
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தொகைநுண் கணிதம் 


மாதிரி 1 . 


108905 : ae0 đ 


U = X 6T GÖT ; do 


er dv என்க .. 


... v = S et du 

et dx = e 
udv» 

S v du 
xea ex = ex ( x - 1 ) + C. 


= UV 


மாதிரி 2 . 


SULI : S x2 sin 2x dx 

22 6T GOT # ; dv sin 2x dx 


U = 


cos 2x 


v = S du = ſ sin 2x da 


2 


.. 


S u do 


= UV 


Svdu 


= x2 


d ( 29 ) 


(* cos 24) - S (-60$ 20). 

+ S * 


x2 cos 2x 

2 


* cos 2x dx 


இங்கு , 0 = ſ dv = f cosa x dx 


sin 2x 

2 


3*eos * + Sv.2 ( 1939) 
3 cos 2* ** sin 27 - Sida 
**605 28 4 * sp + cop 2* + 


II 


+ c 


மாதிரி 3 . 


BUNG : S sin - 1 x dx 

sin - x ; dv = dx ; 


U = 


V = 2 . 


ſ udv = uv 


S vdu 


தொகை காணல் 
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= x sin - 1 x 


dx 


-- 


M ]- 2 


Svit 
12 


= x sin 


20 

dw 
VI- 2 


= x sin - 1 x - 


1 
2 


-du. 
MA 


[ u = 1 - என்க ) . 


= x sin- x + V1 - ? 


மாதிரி 4 . 


மதிப்பிடுக : / log x dx 
logw ; 

dm = 


al 


w ; 


.. 


= c . 


ſ udv = 


J vdu 


1 


= x log x - 


J. 


dx 


* 


= x logo : ſ da 
= x log v - 
= x ( log w - 1 ) + c 


0 


முக்கியமான குறிப்பு : தொகைக்குரிய சார்பில் பொது 

eux dx , sin ax dx , cos ax dx இவைகளை d ல என்றும் , 
மற்றதை ! என்றும் எடுத்துக்கொள்ள வேண்டும் . 


வாக 


தொகைக்குரிய சார்பில் 10gm, sin - w , cos - 3 , tan - 1 » 
வந்தால் , அதை 0 என்றும் , மற்றதை ல என்றும் எடுத்துக் 
கொள்ள வேண்டும் . 


மாதிரி 5 . 


மதிப்பிடுக : / Va - x " die 

Va - என்க . dv = dx ; 
ſ udv = uv - J vdu 


.. 


= 0 


fv - F & = # Va === f rv - (-2 ) cs 


இ . 1-17 
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22 


dx 
Na - x 


q ? – ( a ? – 2 “) dx 


Na - 22 


= x Va - x + SSva 
= x Va® - + samo 
« Væ =x - Vat - 
– 


da 
29 
- 
28 
- 
نور 
as 
+ 
2 
- 
= 
= 
= 


2 


a 


UN a - 
:: Sva? - dx = 


+ 


2 


sin - 1 . 


2 


Spúy : Cs impul . s Va? + x dx , S VX - a da 
வைகளின் தொகையைக் காண முடியும் . 


பயிற்சி 37 - A 


மதிப்பிடுக : 


1. S tan - 1 x dx 


2. S x sin - x doc 


3. S x tan - 1 x dx 


4. S ( log x ) dx 


5. S x log x dx 


6. § 29 log x do 


7. S x2 sin x dx 


8. S x cosa x dx 


9. S x sec x tan x dx 


10. Š x seca x dx 


11. f x cos 2x dx 


log a 
12. S 


ax 


x² 


13. S 18 + 1) 


log x 


14 . 


x sin - 1 x 

dx 
V1 - 22 


( zd.x 


15 , 


S 


za tan - 1 x 

dx . 
1 + x ? 
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தொகை காணல் 


மாதிரி 6 . 


/ ec [ f ( x ) + f ( x ) ] dx 


ex 


f ( x ) + c என நிரூபி . இம் 


es 


. 


முறையைக் கையாண்டு 


dx ன் மதிப்பைக் காண் . 


( x + 1 ) 


/ er [ f ( x ) + f ( x )] dr 
= / er f ( x ) de + / em . f ( a ) de 
= / f { r ) d ( er ) + / en f ( x ) de 
= e f ( x ) - / es f ( a ) dx + / e f ( x ) dr 
= e f ( x ) + c . 


இம் முறையில் ( 1) 


0 


dar ஐக் காண , முதலில் 
x + 

AAL B 

+ 
( x: +1) 

x + 1 ( x + 1 ) 
பகுதி பின்னங்களாகப் போடவும் . 


என்ற 


A = 1 


B = - 1 


0 


1 


- 


.. 


(x + 1} = x + 1 


1 
( x + 1 ) 


1 

1 
இங்கு 

ன் வகைக் கெழு என்று காண 
( x + 1 ) ( x + 1 ) 

1 
வும் . ஆகவே f ( x ) எனக் கொள்க . 


- 


x + 1 


(Jr 


* = - = [++) 

if( x ) = + 


என்க ; f ( ஐ ) 


1 
( x + 1 ) 


ஃ / e! [ f ( ax ) + f ( x ) ] dar = e f ( x ) 


eit 


+ C 


x + 1 
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மாதிரி 7 . 


Jeaw sin ba லன் மதிப்புக் காண்க . 


sin bx , eide ன் கற்பனைப் பகுதி 
: . Jea . sin bw ax = / eas - e%bw dw ன் கற்பனைப்பகுதி . 

/ e ( a + % b } w de ன் கற்பனைப் பகுதி 
e ( a + ib )) 
a + ib 


ear . eilm 

a + ib 


. 


eam . ealu . ( a - ab ) 
( a + b ) ( a - % b ) 


- 


eas 

( a - b ) [ cos bx + sin ba ) 
a +52 


eax 


- 


( a sin bx - b cos bx ) + c 
a2 + 52 


பயிற்சி 38 


1. / (s+ 1) 


dx 


2. / en ( sin x + cos x ) dw 


( x + 2 ) 


3. Sex ( tan x + sec x ) dx 


x + sin x 
4. / 

dx 
1 + cos V 


5. 


* 


er . ( 1 + sin x ) 

dx 
1 + cos N 


6. f eax cos bx dx 


7. few sin 2nds 


8. Iew . sin v In 


9. / cos M . cos da 10. Je s cos " 20. aa . 


2. வரையறுத்த தொகை 

(Definite Integral ) 


2.1 ff ( x ) am F ( x ) + c எனக் கொள்வோம் . இங்கு 
w = b என்பதை ஈடு செய்தால் F ( c ) + c = F ( b ) + c ( 1 ) 


அம்மாதிரியே , 

என்பதை 
F ( c ) + c = F ( a ) + c 


ஈடு செய்தால் 

( 2 ) 


( 1 ) - ( 2 ) = F ( b ) - F ( a ) . 


b 


இந்த மதிப்பை f ( x ) da = F ( 6 ) - F ( a ) என்று குறிப் 


U 


பிடுக . இதுவே I f ( w ) dm க்கு 1 முதல் 6 வரை , வரை 
யறுத்த தொகை எனப்படும் . இங்கு a என்பது கீழெல்லை 
( lower limit ) என்றும் , b என்பது மேலெல்லை ( upper limit ) 
என்றும் கூறப்படும் . 


மாதிரி 1 . 


11/2 


sin x de ன் மதிப்பைக் காண்க . 


Cos 2c 


1 - 


2 sin ? m 


1- cos 23 
sin x 4 

2 


1/2 


S 


1/2 
1 - cos 2 

2 


sip a da 


da = | 


dx 


O 
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1/2 


1/2 
sin 230 V 

4 


7T 
4 


[ : sin a = 


sin 0 = 0 ] 


மாதிரி 2 . 


71/2 

cos e de ன் மதிப்பைக் காண்க . 


a 


cos 30 

= 4 cos o 


3 cos 0 . 


4 cos 0 = cos 30 + 3 cos 0 . 


cos 


cos 30 + 3 cos 

4 


f! 


1/2 


7/2 


cos 30 + 3 cos de 


4 


0 


s cosº o do - I 

-11/2 

į (sin 39) 


71/2 


71/2 


sino 


0 ) 


3 


1 
12 


8 
12 


2 


2 
3 


4 


மாதிரி 3 . 


s 


^ / 2 
COS 30 

ds ன் மதிப்புக் காண்க . 
1 + sin a 


s it since 


dx 


S an (:: v = l + sin x ) 


1 + sin a 


log u = log ( 1 + sin x ) 


வரையறுத்த தொகை 
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11/2 


1/2 


s 


cos x 
1 tsin * 


dx: 


0 


- + 

[ log ( 1 + sin x) 
= log ( 1 + sin ) - log ( + sin e 


log 2 


பயிற்சி 39 


மதிப்புக் காண் . 


1 . 


4 

dx 
x - 3x + 2 
3 


Se eu+2 


2 . 


2 

5x 
22 +4 
0 


S24 


dx 


1 


1/2 


x dx 


3 
. 


si 


4 . 


ſ Vsin e .cos ” o de 


1 + Væ 
0 


0 


71/4 
5. S sin cosé do 


1/2 
6. S sinº x cosa x dx 


1/2 


1/2 


7. S sino x dx 


ó 


8 , s . 


ó 


o seco do 


71/2 
9. S 

sin x dx 


10 . 


e - a2.Rd , da 


ó 


Pop 
12.S 


71/2 


dx 
(x2 + a %) 12 


dx 
13 + 12 cos x 


do 
1 + cos 20 


( 2 – xº ) V 1 - 2 
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15. I g sin e de . 


ரன் 


2 2. வரையறைத் தொகையின் பண்புகள் ( Properties of 
definite Integrals ) . 


b 
பண்பு 1 : I f ( w ) dw 


b 
/ f ( u ) du = 


b 
/ f (t ) at 





எல்லாத் தொகைகளும் F ( 6 ) -F ( a ) க்குச் சமம் . 


b | 
பண்பு 2 : I f ( w ) dw 


I f ( x ) da . 


வலது புறம் = - [ F ( a ) - F ( 6 ) ] 


F ( b ) - F ( a ) . 


b 
I f ( x ) de . 


a 


bb 
பண்பு 3 : / f ( c ) dx 


b 
I f ( x ) de + I f ( x ) da . 


C 


வலது புறம் 


F ( c ) - F ( a ) + F ( b ) - F ( c ) 
F ( b ) – F ( a ) 


b 
/ f ( x ) de 


as 


- 
i / ( 2 ) de - f ( a - x ) Is 


பண்பு 4 : / f ( x ) da 


A என்க . 


do = 


du .. 


புது எல்லைகள் காண , 


x = 0 , 

0 , u = a 


6 . 


0 . 


வரையறுத்த தொகை 
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a 


0 
J - f ( u ) du 


- 


I f ( at ) Gu 


0 


( f ( x ) da [ ; 


பண்பு 1 ) 


பண்பு 5 : ( i ) f ( x ) ஒற்றைப்படைச் சார்பானால் 

+ a 
/ f ( x ) do = 0 . 


- 


( ii ) f ( x ) இரட்டைப்படைச் சார்பானால் 
+ a 
J f ( w ) dm 2 / f ( x ) ds . 

0 


- 


தெரிப்பு ; ( i ) f ( x ) ஒற்றைப்படைச் சார்பு ஆதலால் 
f ( x ) = - f ( - x ) . 


* " f ( s ) da = } f ( s ) de + 


/ f ( x ) da + / f ( x ) dw 


( 


- 


0 

O 
/ f ( c ) da = / f ( - y ) ( - dy ) ( x = - y ஈடுசெய்க ) 


// 


/ f ( - y ) . dy 


- 


= 


/ f ( y ) dy 


/ f ( x ) da . 


a 


/ f ( x ) dx = + f f ( x ) dx 


4 


+ a 
: / f ( ) 

f ( x ) dx 


* 


ſ f ( x ) dx + f f ( x ) dx 

/ 


= 0 . 
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( ii ) f ( x ) = f ( -x ) , f ( x ) I - 0L0U60Lİ FT14 . 


0 


0 
S f ( x ) dx 


f ( -y ) ( -dy ) 


a 


$ ) 
- 
- $(W )dy 


0 
ſ f ( -y ) dy 


= 


a 


= 


S f ( x ) dx . 


ó 


a 


ó f ( x) dx 


terpa 


S f ( x ) dx . 


a 


f ( x ) dx 


ſ f ( x ) dx + f f ( x ) dx 

0 


a 


= 


2 S f ( x ) dx . 


L1600T 4 6 : f ( ) = f ( 2a - 2 ) Ho 

2a 
ó f (x )dx = 2 f ( x ) dx . 


a 


0 


a 


2a 
ſ 


2a 
f ( x ) dx + f f ( x ) dx 


f ( x ) dx 


2a - Y , என ஈடு செய்க . 


da 


2a 

f ( x ) dx 


- dy 

0 
Sf(2a - y ) . ( - dy) 


☺ 


.. 


a 


0 
ſ f ( 2a - y ) . dy 


li 


a 


வரையறுத்த தொகை 
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a 


- 1( 24- y) dy 

| f ( 2a - x ) de 

* f ( s ) da . 
?" ( eas - : 


.. 


2 / f ( x ) ds . 


f ( w ) = - f ( 20 - w ) ஆனால் , 


20 


{ f ( x ) da = 0 . 


இப்பண்பை உபயோகப்படுத்திக் கீழ் வரும் குறிப்புகளை 
எளிதில் காணமுடிகிறது . 


( i ) T = 20 என்க . ( sin w ) 


f { sin ( r - x ) } ஆனால் , 


T /2 


I f ( sin x ) ds 


2 / 


{ f ( sin a ) das 


( ii ) f ( x ) ஒரு ஒற்றைப்படைச் சார்பாயின் 

f ( cos x ) f { cos ( 7 - x ) } 


{ x de 

f ( cos c ) du = 0 . 


( iii ) f ( w ) இரட்டைப்படைச் சார்பாயின் 


f ( cos x ) 


- f { cos (71 – x ) } 


T 


TT / 2 


{ f ( cos se) 


/ f ( cos st ) da . 
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மாதிரி 1 . 


1/2 


Vsin x 


நிரூபி . | 


dx 
sin x + V cos x 


T 
4 


0 


7/2 


N sin a 


I 


d 


đa 
sin x + Vcos x 


COS X 


sin 


— 


1. - 

- 2 ) 


T 


sin x 


COS 


2 


71/2 


sin 


Klav 


X 


.. I = 


- ] 


sin 6-1) + cas ( - 1 

*) 


71/2 


V cos 


f 


dx 
NcOS X + V sin x 


0 


1/2 


21 


li 


Vsin x + y cos * 

cos x + y sin x 


dx 


0 


1/2 


71/2 


dx 


f 


77 
2 


I 


k 
+ 


மாதிரி 2 . 


71/2 


^ / 2 


75 


நிரூபி . 


cos x dx 


sina * = 


வரையறுத்த தொகை 
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7/2 


I 


- 


S 
0 


S 


cosa x dx 


( 
1 
) 


1/2 

cos ? 


2 ) 


dx 


71/2 
SХ 
0 


!! 


sina x dx 


(2 ) 


( 1 ) + ( 2 ) 


1/2 


21 


ó * 


( sin * x + cosa x ) dx 


11/2 


7/2 

d x 


7 


( 3 ) - 


2 


. I = 


பயிற்சி 40 


1/2 


1. மதிப்புக் காண் :: 


sin x 
sin x + cos x 


dx 


2 . 


1/2 

(V cos x ) * 
( V sin 2 ): + (v cos x )) 


kla 


7T 


T² 


3 
. 


a sin x 
1 + cosa 


dx 


4 


b 
4. S f ( x ) dx 


b 
S f ( a + b- c ) dx 67 607 5.7 . 


a 
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081605 5/ 6OOT 66600f gu 


1/2 
5. ſ log ( sip x ) dx 


S 


6 


71/2 
ſ log ( cosa) dx 


7T 


- 


log es 


2 


6 . 


{ 


adx 
a cos * + -68 sinė x 


7² 
2ab 


7. I 

S 


. 


11/2 

sinº 
sin x + cos x 


dx = 


1/2 

cos 
COS 3 + sin 


S 


da 


1 


log ( 1 + 12 ) 


v2 


8. log ( 1 + tan 6)de = log 2 


7/4 
0 


1s log (1 + x ) 

ds ன் மதிப்பைக் காண்க . 
1 + x2 


9 . 


T 


x tan 


10 . 


s 


dx 


sec x + tan x 


3. வரையறைத் தொகை பயன்படும் 
இடங்கள் ( Applications of Definite Integrals ) 


வரையறைத் தொகைப் பரப்பு , வளைவரை நீளங்கள் , 
உருளையின் பருமங்கள் , உருளையின் புறப்பரப்பு முதலியவை 
களைக் கண்டுபிடிக்க உதவுகிறது . 


31, பரப்புகள் ( Areas ) . 


B 


y = 
f ( x ) 


S P 

R 


A 


L 


V T 


M 


படம் 12 


படத்தில் , y = f ( x ) என்ற வளைவரை AB 
x = a ல் போடப்பட்ட குத்தாயம் AL 
x = 5 ல் போடப்பட்ட குத்தாயம் BM 
Q வளைவரையில் ஏதாமொரு புள்ளி ( x , y ) 
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P அவ்வளைவரையில் மேலுள்ள , Q க்கு அண்மையி 
லுள்ள புள்ளி . P ( w + / w , y + Ag ) ஆகவிருக்கட்டும் . 


படத்தில் VT = /10 ; RP = // y 


பரப்பு ALVQ , 2 ஆயத் தொலையைச் சார்ந்தது . அதாவது 
VQ ஐச் சார்ந்தது . 


எனவே , பரப்பு ALVQ = F ( 3 ) எனக் கொள்வோம் . 


பரப்பு ALTP = F ( x + / x ) 

பரப்பு PQVT = F ( + Am ) - F (c ) 
பரப்பு VTRQ < பரப்பு VTPQ < பரப்பு VTPS . 
f ( x ) . / < F ( x + x ) - F ( m ) < f ( + A ) . . 

F ( x + / x ) - F ( x ) 
f ( x ) < 

< f ( x + Ax ) 


/ x- > 0 என்ற எல்லையை எடுத்தால் 

Lt 
f ( a ) < 

F ( x + Am ) - F ( c ) Lt 
Ax > 1) 

f ( w + Am ) 
Ax 

Ax + 0 


Z 


ஃ 


f ( a ) = F ( a ) ஆகிறது . 


ஃ F ( a ) = / f ( x ) ds 

( x ) + C 
* = a ஆகக் கொண்டால் , F ( a ) = 0 

ஃ 0 = ; ( a ) + c 
ஃ 

C = ( a ) 
ஃ F ( x ) = ¢ ( a ) - ¢ ( a ) 
* = 6 எனக்கொண்டால் 

F ( b ) = 4 ( b ) - * ( a ) 

b 
If ( c ) ds 


b 
If ( c ) da 


.. 


பரப்பு 


வரையறு தொகை பயன்படும் இடங்கள் 
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ஆகவே = f ( w ) என்ற வளைவரையில் = a , x = 6 என்ற 
குத்தாயங்களுக்கும் , 3 ஆயத்திற்கு மிடையேயுள்ள பகுதி 

6 
யின் பரப்பு A = Iyds .. 


குறிப்புகள் : 


( 1 ) எல்லைகள் கொடுக்கப்படாவிடில் 3 ஆயம் ஒரு 
எல்லையாக அமைந்தால் ( bounding axis) , வளைவரையின் 
சமன்பாட்டையும் , 3 ஆயத்தின் சமன்பாடாகிய y 0 ஐயும் 
தீர்த்துக் கீழ் மேல் எல்லைகளைக் காணலாம் . 


( 2 ) ஆயம் , ஒரு எல்லையாக ( bounding axis ) ஆக 
அமைந்து , x = f ( y ) வளைவரையின் சமன்பாடாகவிருந்து , 
y C , y 4 தொகைக்குக் கீழ்மேல் எல்லைகளாகவிருந்தால் 

d 
பரப்பு / x dy .. 


C 


மாதிரி 1 . 


y = 4ax என்ற வளைவரைக்கும் அதன் செவ்வகலத்திற்கு 
முள்ளே ( latus rectum ) இடைப்பட்ட பரப்பைக் காண்க . 


S 


( a , 0) 


L 


படம் 13 


இ . 1-18 
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வேண்டிய பரப்பு 


OLSL 


2 . பரப்பு OSL 


A = 2 

2 S y dx 
0 


= 2 v 


2 / V4ax dw 


a 


20/2 


4Va . 


3 


3 


802 

ச . அலகுகள் . 
3 


I1 


மாதிரி 2 . 


வளைவரைகளுக்குப் 


g 4ax , 22 

4ay என்ற 
பொதுவாக உள்ள பரப்பைக் காண்க . 


- 


D = 4aa 


22 = 40ly 


Q 


படம் 14 
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இவ்விரண்டு வளைவரைகளும் P என்ற புள்ளியில் 
வெட்டட்டும் . Y = 4ax , 

4aw , M = 4ay என்ற - சமன்பாடுகளைத் 
தீர்க்க , 


a 


4ax 


16a2 


x - 64a x = 


= 0 


( x - 64a ) 0 

() அல்லது 


0 


x = 4a . 


பொதுவாக உள்ள பரப்பு 


40 


= 


s 


V4ax dx 


4a 
2 

dx 
45 


S 


O 


4a. 


2Ma . 


* " -A 


C 
4a13 


0 


32a2 
3 


16a2 

3 


16a2 

ச . அ . 


மாதிரி 3 . 


= x ? 


ஏற்படுத்தும் 


ay ? ( a - ) என்ற 

வளைவரை 
வளையத்தின் பரப்பைக் காண்க . 


படம் 15 


வளைவரையில் , மூக்கு - 1 போட்டால் , மாறுதல் இல்லை . 
ஆகவே வளைவரை அச்சுக்குச் சமச்சீர் பெற்றதாகவிருக்கும் . 
y = 0 வுடன் வளைவரையின் சமன்பாட்டைத் தீர்த்தால் x == 0 
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x = 0 , என்ற 8 - ஆயத் தொலைகளைப் பெற்ற புள்ளிகளில் 
வளைவரை அச்சைக் கடந்து வளையத்தை ஏற்படுத்துகிறது . 


வளையத்தின் பரப்பு 


- 


2 / y da 


dx 


-- / -v = 
--- 


u ? என்க . 


dx 


2u du . 


& J ( a - w ") , 4 ( - 20 du ) 


0 


2 


202 ( a - w ) am 


vaJ 


Ma 


Ma 
4 

( u . a - ut ) au 
Mal 

0 


Ma 


- * *- 
(s) 
-1 
- * - * - * ] 
-4 [ ** ] 


8a5 / 2 


8a2 

ச . அலகுகள் . 


Va . 15 


15 
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பயிற்சி 41 


1. கீழ்க் காணும் வளைவரைகளில் ஏற்படும் வளையங் 
களின் பரப்பைக் காண்க . 


( i ) 


X2 ( 2 - . ) 


( ii ) y 


( x + 1 ) ( a - 2 ) 


( iii ) 2y = ( 1 - ல ) ( 1 + 20 ) 


( iv ) + 48 


40 = 0 


( v ) 9y 


= ( 3 - * ) 


3 


2 
. 


+ 


1 என்ற நீள் வட்டத்தின் பரப்பைக் காண்க . 


3 . w அச்சுக்கும் , g 

sin w என்ற வளைவரைக்கும் 
இடை 

யே ஏற்படும் ஒரு முழுவில்லின் பரப்பைக் காண்க . 


4. y = 20 , = 31 என்ற இரு பரவளையத்திற்குப் பொது 
வாக உள்ள பரப்பைக் காண்க . 


4 என்ற 


5. V 

y ? 40 என்ற பரவளையத்திற்கும் ! = 20 
கோட்டிற்கும் இடையே உள்ள பரப்பைக் காண் . 


6. ( y- 1 ) = 40 , N = 4 ( y- 1 ) என்ற இரு பரவளையத்திற் 
கும் பொதுவாக உள்ள பரப்பைக் காண்க . 


22 


7 . 


+ 


y 
b ? 


= 


1 நீள் வட்டத்தில் , = c என்ற நேர் கோட் 


a ? 


டினால் பிரிக்கப்பட்ட இரு பகுதிகளின் பரப்பைக் காண்க . 


+ 


x ? y 
8 . 

1 நீள் வட்டத்தில் , 9 என்ற நேர் 
a ? 

be 
கோட்டால் பிரிக்கப்படும் இரு பகுதிகளின் பரப்பைக் காண்க . 


9. y = 4a ( w + a ) , y = 4b ( b - x ) என்ற இரு பரவளையத் 

8 
திற்குப் பொதுவாக உள்ள பரப்பு , ( a + b ) .Vab 
எனக் 

3 


காண்க . 
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+ 


10 . y 

y 
+ 
a2 

1 , 
b2 b2 

1 என்ற இரு நீள்வட்டங் 

aa 
களுக்குப் பொதுவாக உள்ள பரப்பைக் காண்க . 


- 


11. 9 ( 3 + 4a ) 8a என்ற வளைவரைக்கும் அதன் 
ஈற்றணுகிக்கும் இடைப்பட்ட பரப்பைக் காண்க . 


3.2 சுற்றுதலால் அடையப்பெறும் திடப்பொருள் ( volume 
of solid of revolution ) . 


இரண்டு குத்தாயங்களால் அடைபட்ட ஒரு வளைவரை 
யின் பகுதி ( படம் 12 ) , 3 அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் , 
உருளை ஏற்படும் . அவ்வுருளையின் பருமத்தைக் காண 
முற்படுகிறோம் . 


ஓர் 


படத்தில் PQVT என்ற பகுதி 3 அச்சைச் சுற்றுவதால் , 
நுண் பகுதிப்பருமம் Ng ” . A. 


சுற்றும் பரப்பு w = a , w = b என்ற இரு குத்தாயங்களுக் 
கிடையே அடைபட்டுள்ளது . 


பருமம் 


b 
/ Ivy dw 


- 


a . 


b 
= / y dw க . அ . 


குறிப்பு : 9 அச்சை , குறிப்பிட்ட பரப்பு அதாவது 9 
3 

d நெட்டாயங்களுக்கிடையே வளைவரைக்குட்பட்டுள்ள 
பரப்பு சுற்றினால் 


பருமம் 

= 7TJ x dy க . அ . 


C 


மாதிரி 1 . 


ஆய ஆதி முதல் x = a என்ற குத்தாயம் வரை 3 அச்சுக் 
கும் , y = 4ax க்கும் இடைப்பட்ட பரப்பு , 3 அச்சை ஒரு முறை 
சுற்றுகிறது . சுற்றுதலால் அடையப்பெறும் திடப் பொருளின் 
பருமம் காண்க . 
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y = 4ax 


அ 
( a , o ) 


படம் 16 


b 
V = T / g dw 


a 


- 


T 


/ 4ax dic 


4 . 


( 5 ) 


2 
Aar | 


as 


= 27ta க . அ . 


மாதிரி 2 . 


Y = x ( w + 2 ) என்ற வளைவரையில் ஏற்படும் வளையம் 
ய அச்சைச் சுற்றினால் உண்டாகும் சுற்றுதலால் அடையப் 
பெறும் திடப்பொருளின் பருமம் என்ன ? 


नि 


X 


= 2 


படம் 17 
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b 
V == T / gy dw 


O 
T / * ( x + 2 ) am 

- 2 


II 


T 


O 
/ ( x + 20 ) dw 
2 


[ * + * j 


- 2 


327 
15 


க . அலகுகள் . 


- 


மாதிரி 3 . 


t 
t , y = t என்ற வளைவரையில் ஏற்படும் வளை 

3 
யம் : அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் திடப்பொரு 
ளின் பருமம் காண்க . 


ஐ அச்சைச் சுற்றுகிறது . எல்லைகளைக் காண , 


y = 0 , y 


t 
3 


- 


t 


என்ற சமன்பாடுகளைத் தீர்ப்போம் . 


t 


t 


0 


-- 


3 


3t | 


-- 


t 


0 


t ( 3 - t ) 


= 0 


t = 0 , V3 . 


V = T 


V3 

Y ds 
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= 7 


| ( - ;) 


dx 
dt 


dt 


V3 


= TV 


2t . dt 


| (1 - 3 ) 


() 


V3 


ts 


T 


t2 + 


) 


24 
3 


2t dt 


9 


V3 


== 


* 


271 
9 


s 


( 912 + t6 - 6t ) t dt 


V3 


t 


21 
9 


+ 


6 . 


4 


8 


6 


( 9 . 1 
* [++ * - 27 ) 
* [162 + $ = 24 ) 
* [ 1 ] 


371 


-- 


க . அ . 


பயிற்சி 42 


1. ஒரு கோளத்தின் பருமமும் , ஒரு வட்ட மட்ட ( right 
circular ) கூம்பின் பருமமும் காண்க . 


2. y = sin w ன் ஒரு முழுவில் 3 அச்சை 

அச்சை ஒரு சுற்று 
சுற்றினால் ஏற்படும் திடப்பொருளின் பருமம் என்ன ? 
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3. ஒரு கோளத்தின் பகுதி வெட்டப்பட்டது . உயரம் 
h . அதன் வட்ட மட்டத்தின் அரை விட்டம் . அதன் பருமம் 
Th 

( 3c2 + 7 ) என நிறுவுக . 
6 


4. கீழ்க்கண்ட பரப்பு : அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் 
ஏற்படும் திடப்பொருளின் பருமம் காண்க . 


(( i ) w = a ( e – sin a ) ; 


y = a ( 1 - cos C ) 


ஒரு 


முழுவில் . 


( ii ) y ( a + x ) ( 3a - x ) , வளையம் . 
5. முதல் நாற் கூறிலுள்ள , 

கூர் விண்மீன் 
w = a cos t , y = a sin t , 8 அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றி வரும் 
பொழுது ஏற்படும் திடப்பொருளின் பருமம் என்ன ? 


நாற் 


. 


6. 4x2 + 91 

36 என்ற 

நீள் வட்டம் , w அச்சைச் 
சுற்றினால் பெறப்படும் திடப் பொருளின் பருமம் என்ன ? 


22 


7 . 


+ 


= 1 என்ற நீள் வட்டம் , அச்சை ஒரு சுற்று 


92 


சுற்றினால் ஏற்படும் திடப்பொருளின் பருமம் என்ன ? 


8. பரவளையத்தில் செவ்வகலத்தால் துண்டிக்கப்பட்ட 
பகுதி ( i ) செவ்வகலத்தைச் சுற்றி ( ii ) பரவளையத்தின் 
அச்சைச் சுற்றி வருகையில் ஏற்படும் திடப்பொருளின் 
பருமங்களைக் காண்க . 


3.3 . சுற்றுதலால் அடையப்பெறும் திடப் பொருளின் புறப் 
பரப்பு ( Surface area of solid of revolution ) . 


படத்தில் PQ என்ற வில் , 


/ 


படம் ( 12 ) பார்க்கவும் . 
8 அச்சைச் சுற்றும் பொழுது 


நுண்பகுதிப் பரப்பு = 27y . AS ஆகும் . 


முழுப்புறப்பரப்பு 


/ 27y . ds 


ds 


= 2 


21g 


• da 


x 


doc 


| 
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2 


27 


- 


S 


y 


de 


f 


V1+ (4 ) 
- ></ +(2) 


. dx 


மாதிரி 1 . 


x + y = a என்ற வட்டம் , : அச்சைச் சுற்றுவதால் ஏற் 
படும் திடப்பொருளின் புறப்பரப்புக் காண்க . 


+ a 


2 


S = 


27 


y 


1 + 


dy 


. dw 


dx 


- 


2 


27x2 ) 


y 


/ 


1 + 


dx 


47 / a . dw 


- 


4na ( w ) 

0 


4Ta ச . அலகுகள் 


பயிற்சி 43 


1. பின் குறிப்பிட்ட வளை வரைகள் 3 அச்சை ஒருமுறை 
சுற்றினால் ஏற்படும் திடப்பொருள்களின் புறப்பரப்பு காண்க . 


ஒரு வளையம் 


( i ) 3ay = x ( w - a ) - ஒ 
( ii ) y = 4aw , x = 0 முதல் w = a வரை . 


0 


( iii ) y = c cosh 


W 


= 


() முதல் w = c வரை 


C 


( iv ) x = a ( e – sin a ) , y = a ( 1 - cos o ) - முழுவில் 
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t3 


2. x = 12 , y = t - 


3 என்ற வளைவரையில் அமையும் வளை 


யம் x அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் திடப் பொருளின் 
புறப்பரப்பு 37 எனக் காண்க . 


3.4 . வளைவரையின் நீளங்கள் ( Lengths of curves ) . 


படம் ( 12 ) பார்க்கவும் . PQ வளைவரையின் நுண்பகுதி 
= AS . 





வளைவரையின் நீளம் = fds 

( உரிய எல்லைகளுக் கிடையில் ) 


2 


-IV + ) 


dx . 


. 


வளைவரையின் சமன்பாடு , 9 அல்லது t என்ற மாறி 
யின் வாயிலாகக் கொடுக்கப்பட்டால் , அதாவது x = f ( t ) 
y = ¢ ( t ) என்பதானால் , 


வளைவரையின் நீளம் 


IVER ) + ( 2 ) 


dy at 


" " 


உரிய எல்லைகளுக்கிடையில் தொகை காணவேண்டும் . 


மாதிரி 1 . 


7T 
0 , x = 

3 


என்ற எல்லைகளுக்குள் y = log cos w என்ற 


வளைவரையின் நீளத்தைக் காண்க . 


y 


- 


log cosa 


dy 
dx 


tan x 


ds 


da 


/ 1 + ( 


dy 
dx 


V1 + tan x = sec x 


வில்லின் நீளம் 


T/ 3 
/ sec x ds 
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வரையறு தொகை பயன்படும் இடங்கள் 


71/3 


[ log ( sec x + tan x ) ] 


log ( 2 + V3 ) 


மாதிரி 2 . 


9 
== e 


9 
sin 9 , y = e cos e என்ற வளைவரையில் 0 = 0 முதல் 


e 


என்ற எல்லைகளுக்குள் அமையும் வில்லின் நீளத்தைக் 
2 


காண்க . 


9 

dw 
x = e sin a ; 

de 


9 

cos e + e sin a 


dy = 


y = e 


cos 8 , 


( - sin a ) + e 


e 


Cos9 


da 


2 


dx 


ds 
do 


20 
2 ( e 


V/ 


28 
cos e + e 

sin : 0 ) 


- 


V2.9 


- 


TT / 2 


வில்லின் நீளம் 


s 


ds 
de 


de = V2 / e 

0 


71/2 

eeda 


v 


0 


= V2 ( 47/2 


- 1 ) 


பயிற்சி 44 


1. y = log sec w என்ற வளைவரையில் w = 0 முதல் 8 = 71/3 
வரை அமையப்பெறும் வில்லின் நீளத்தைக் காண்க . 


= 7 


2. 4y = ( w + 2 ) என்ற வளைவரையில் x = 2 முதல் 
வரை உள்ள வில்லின் நீளத்தைக் காண்க . 


3. 9ay = x ( x - 3a ) என்ற வளைவரையின் வளையத்தின் 
நீளத்தைக் காண்க . 
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தாகைநுண் கணிதம் 


4. 3ay = x ( a - a ) என்ற வளைவரையின் வளையத்தின் 
நீளத்தைக் காண்க . 


5 . x = என்ற வளை வரையில் x = 0 முதல் x = 1 என்ற 
எல்லைகளுக்குள் அமையப்பெறும் வில்லின் நீளத்தைக் 
காண்க . 


6. நாற்கூர் விண்மீன் x = a cos t , 

W = a cos t , y = a sin t ன் முழு 
நீளத்தைக் காண்க . 


7. 0 = 0 முதல் 8 = T என்ற எல்லைக்குள் அடங்கிய வில் 
--- லின் நீளம் காண்க . வளைவரையின் சமன்பாடு 


x = a ( cos e + e sin a ) 


g = a ( sin e - 9 cos e ) எனக் கொள்க . 


4 . 


புவிஈர்ப்பு மையம் 
( Centre of gravity ) 


புவி ஈர்ப்பு மையத்தை , ) என்று நிலைப்பொருளியலில் 
பெயரிட்டு , 


m 
2 mr wr 


r = 1 


I 


|| 


10 
2 mor 
r = 1 


1 


2 


mr.y 


T = 1 


1 


எனவும் கண்டோம் . 


7 


my 


r = 1 


இங்கு m ) , 12 . m .,, என்பவை தனித்தனிப் பொருள் 
களாக விறைப்பாக இணைக்கப்பட்ட ஒரு பொருண்மை கூட் 
டம் . அவைகள் தனித்தனிப் பொருண்மைகளாக வல்லாமல் 
தொடர்ச்சியான பரப்பு , பருமம் , புறப்பரப்பு , நீளம் உள்ள 
ஒரே பொருண்மையாக இருக்குமானால் , என்பது / , வரை 
யறுத்த தொகையாகக் கொள்ளப்படும் . 


ஆலே . 


flim 
I am 

( குறிப்பிட்ட எல்லைகளுக்குள் ) 


Sy dm 


= 


Jcm 
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தொகை நுண் கணிதம் 


பு . ஈ . மையம் காணும் முறை : 


R 


y = 40 ) 


S 


y 


[ y + Ay 


2 
P 
T = a 


AX 


Q 


படம் 18 


d , X 


* 


b குத்தாயக் கோடுகளுக்கும் அச்சுக்கும் , 
y = f ( m ) என்ற வளைவரைக்கும் இடைப்பட்ட பரப்பு PQRS . 
RS வளைவரை கோட்டின் நீளம் . 


( i ) பரப்பு PQRS ன் பு . ஈ . மையம் ( s , i ) 


நுண்பகுதிப் பரப்பு = y . 10 . 
நுண் பகுதிப் பொருண்மை == P. y . Am = Am . 


0 


நுண் பொருண்மையின் ) 3 = 
பு , ஈ . மையம் 

y 


y 
2 


b 
/ My P. de 


4 


b 
/ y P da 


b 
Š 


2 . 


. y . P dx 


b 
J. y P da 


புவி ஈர்ப்பு மையம் 
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( ii ) பரப்பு PQRS , 3 அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் 
பெறப்படும் உருளைப் பருமத்தின் பு . ஈ . மையம் : 


நுண் பகுதிப் பருமம் 


. . 


நுண் பகுதிப் பொருண்மை P . TTY . Aw = { \ m . 
நுண் பகுதிப் பொருண்மையின் 
பு , ஈ . மையம் 

0 . 


} 


y 


( உருளையின் பருமம் -அச்சுக்குச் சமச்சீர் பெற்றது ). 


b 
/ Ty . dx . P. 8 


|| 


b 
J Try dw . P 


y = 0 . 


( iii ) பரப்பு PQRS , x அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் 
பெறப்படும் உருளையின் புறப்பரப்பு : 


நுண் பகுதிப் புறப் பரப்பு 27y . 118 
நுண் பகுதிப் பொருண்மை 21 ] P. AS 
நுண் பகுதிப் பொருண்மையின் 
பு . ஈ . மையம் 

y = 0 . 


T 


} 


b 
/ 271g . v P. ds 


18 


b 
/ 27y P ds 


y = 0 . 


( : * அச்சுக்குச் சமச்சீர் பெற்றுள்ளது ) . 


( iv ) வளைவரை நீளம் RS . 


PAS 


நுண் பகுதி நீளம் 28 
நுண் பகுதிப் பொருண்மை 
நுண் பகுதிப் பொருண்மையின் 

பு . ஈ . மையம் 
இ . 1-19 


0 = 3 


" மையின் } 


g 
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தொகை நுண் கணிதம் 


b 
/ . w Pds 


a 


b 
/ Pds 


a 


b 
/ HP ds 


y 


b 
/ Pds 


a 


மாதிரி 1 . 

y 4ax என்ற பரவளையம் , அச்சு , செவ்வகலம் 
இவைகளுக்கிடையே அமைந்துள்ள பரப்பின் புவி ஈர்ப்பு 
மையம் காண்க : 


3 அச்சுக்குச் சமச்சீர் பெற்றிருப்பதால் பு . ஈ . மையம் 
8 அச்சின் மேல் அமையும் . ஆகவே j = 0 . 


S xy dx 


[ P ஒரு மாறிலி ] 


a 


/ Ydx 


/ x . V4aa . ds 


/ 


/ V4an da 


(* ) 


/ x / 2 ds 


/ 


0 


a 


01/2 


or 


( * ) 


0 


3S 
5 


புவிஈர்ப்பு மையம் 
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புவி ஈர்ப்பு மையம் 


( 3a 
5 


o ) 


மாதிரி 2 . 


அரைக் கோளப் பருமத்தின் புவி ஈர்ப்பு 

புவி ஈர்ப்பு மையமும் , 
அரைக் கோளத்தின் புறப்பரப்பின் புவி ஈர்ப்பு மையமும் 
காண்க. 


32 + y a என்ற வட்டத்தின் கால் பகுதியை அதை 
அடக்கும் ஆரையை அச்சாக வைத்துச் சுற்றினால் அரைக் 
கோளம் கிடைக்கும் . 


( i ) அரைக்கோளப் பருமத்தின் பு . ஈ . மையம் . 


4 


/ Ty de 


/ c ( a - x ) da 


= 


a 


/ y do 


/ (a - ar ) Jes 


. 


[ 


2 


4 
0 


= 


За 
8 


[ ** -1 ) 


y = 0 . 


.. 


புவி . ஈமையம் 


- 


3a 
8 


10) 


( ii ) அரைக் கோளப் புறப் பரப்பின் பு . ஈ . மையம் : 
வட்டக் கால்பகுதியின் வில் அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் 
அரைக் 

கோளத்தின் புறப் பரப்பு (உள்ளீடற்ற அரைக் 
கோளம் ) கிடைக்கும் . 


ſ ry ds 
Syds 
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தொகைநுண் கணிதம் 


x = a cos 8 , y = a sin e , ds 


a de . 


T 
I a cos e . a sin e , a de 
0 
1/2 

a sin a . a de 


M 


|1 


* / 2 


sing 
2 

0 


= 


r / 2 


2 


[ - cose ] 


y = 0 . 


. 


பு . ஈ . மையம் 


( 2 ) 


மாதிரி 4 . 


வட்டமட்டக் கூம்பின் பருமத்தின் புவி ஈர்ப்பு மையமும் , 
வட்டமட்டக் கூம்பின் புறப் பரப்பின் புவி ஈர்ப்பு மையமும் 
காண்க . 


கூம்பின் பருமத்தின் புவி ஈர்ப்பு : 


( i ) வட்டமட்டக் 
மையம் . 


B 


P 


i 


A 


படம் 19 


OAB என்பது ஒரு செங்கோண முக்கோணம் . AB = r ; 
OA = h . OAB என்று பரப்பு அச்சைச் சுற்றினால் வட்ட 
மட்டக் கூம்பின் பருமம் கிடைக்கும் . 


புவிஈர்ப்பு மையம் 
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OB ன் சமன்பாடு ! 


h 


/ 


h 
/ egy da 
O 

. 
s y dx 


h 
s x dx 


+ + 


3 


을 


h . 


/ 


1 . 
s 23 dx 


Y = 0 . 


36 


பு . ஈ . மையம் 


( ii ) உள்ளீடற்ற 

கூம்பு OB 

OB என்ற நேர்கோடு . 
அச்சைச் சுற்றுவதால் ஏற்படும் . 


OB ன் சமன்பாடு 9 


= 


| 


1 . 


0 . 


= 


/ xy ds 
7 y ds 


2 


( 2 )| 


= 1 + 


( 


dy ) 
(m 


= 1 + (6 ) 
V + .. 


1 


1 + 


etx 


1 


= 


( ) 

. 
f 
O 


1 


. 


1+ 


dx 


h . 


h 
S 


x3 dx 


. 


h2 
3 
h2 
2 


h 


x dx 


or 


21. 


= 


1 = 0 . 


பு . ஈ . மையம் 


(2" . ) 
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தொகை நுண் கணிதம் 


பயிற்சி 45 


2 


C 


1. y = c cosh என்ற கயிற்று வளையத்தில் ஆதிமுதல் 
( w , y ) என்ற புள்ளிவரை உள்ள வில்லின் புவி ஈர்ப்புமையம் 
காண்க . 


2. 2/3 -- y : a213 என்ற 

என்ற வளைவரையில் முதற்கால் 
பகுதியிலுள்ள வில்லின் புவி ஈர்ப்பு மையத்தைக் காண்க . 


= a213 


3. a ஆரையுள்ள அரைவட்டப் பரப்பின் புவி ஈர்ப்பு 
மையத்தைக் காண்க . 


12 


* 


g 
4 . 
b2 

1 என்ற நீள்வட்டத்தில் கால்பகுதியின் 
பரப்பின் புவி ஈர்ப்பு மையத்தைக் காண்க . 


Q2 > 


5. 
y = 432 

என்ற வளை வரையில் வளையத்தின் 
பரப்பின் புவி ஈர்ப்பு மையத்தைக் காண்க . 


6.y 


sin w ன் ஒரு முழுவில்லின் பரப்பின் புவி ஈர்ப்பு 
மையம் காண்க . 


உ ரு 


ள் வ 


7 . 

ளை W = a ( 0 - sin o ) , y = a ( 1 - cos G ) 
இதன் பரப்பின் பு . ஈ . மையம் காண்க . 


8 . 

2as , = 0 , = 1 இடைப்பட்ட பரப்பு , அச்சை 
ஒரு சுற்று சுற்றுகிறது . உருளையின் பு . ஈ . மையம் காண்க . 


9.y 


= 


a sins , = 0 , = 


* இவைகளின் இடைப் 


பட்ட பரப்பு அச்சைச் சுற்றி வருகையில் ஏற்படும் உருளை 
யின் பு . ஈ . மையம் காண்க . 


5. நிலைமதிருப்பத்திறன் 

( Moment of Inertia ) 


m 


நுண் 


1 


5.1 . வரையறை : 

பொருண்மையுள்ள ஒரு 
பொருள் , ஒரு கொடுக்கப்பட்ட நேர் கோட்டிலிருந்து 
தூரம் இருக்குமானால் அக்கோட்டை யொட்டி அந்நுண் 
பொருளின் நிலைமதிருப்பத்திறன் mr என்பது வரையறை . 


பல நுண்பொருள்கள் கூட்டமாகிய ஒரு பொருளை யெடுத் 
துக் கொண்டால் - mr2 ஒரு வரையறைப்பட்ட தொகை 
( Definite Integral ) ஆகும் . AM ஒரு நுண்பகுதிப் பொருண்மை , 


. 


Emr " = E / M.12 


Ir GM . 


( உரிய எல்லைகளுக்குட்பட்டது ) 


பொதுவாக , 0X என்பது ஒரு குறிப்பிட்ட அச்சாகி , 
M என்ற பொருண்மையின் நிலைம திருப்பத்திறன் MK2 ஆகும் . 
K என்பது அந்த அச்சையொட்டி அப்பொருளின் சுழியாரை 
( radius of gyration ) எனச் சொல்வார்கள் . 


சில முக்கிய குறிப்புகள் : 


( i ) நாம் கம்பியின் நிலைம திருப்பத்திறன் கண்டுபிடிக் 
குங்காலையில் , நுண்பகுதிப் பொருண்மை = Lx . P. இங்கு 
P செறிவை அல்லது அடர்த்தியைக் குறிக்கும் . 10 நுண்பகுதி 
நீளத்தைக் குறிக்கும் . 
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( ii ) ஒரு பரப்பின் நிலைம திருப்பத்திறன் காணும் காலை 
யில் , நுண்பகுதிப் பொருண்மை = y . Aa . P. இங்கு YAM 

அச்சை ஒட்டி am , + / குத்தாயங்களுக்கிடையே உள்ள 
நுண்பகுதிப் பரப்பைக் குறிக்கும் . 


( iii ) உருளைப் பருமத்தின் நிலைம திருப்பத்திறன் காணும் 
காலையில் , நுண்பகுதிப் பொருண்மை = TTY Ax . P. 


( iv ) உருளையின் புறப்பரப்பின் நிலைம திருப்பத்திறன் 
காணும் காலையில் நுண்பகுதிப் பொருண்மை = 271y AS . 


மாதிரி 1 . 


ஒரு நேர்க்கம்பி நீளம் 20 . பொருண்மை M . அச்சு கம்பி 
யின் மையத்தின் வழியாக கம்பிக்குச் செங்குத்தானது . அவ் 
வச்சை ஒட்டி நிலைம திருப்பத்திறன் காண்க . 


yY 


PG 


- 


-- 


--------> AX 


படம் 20 


கம்பியின் மையப்புள்ளியே ஆதியாகும் . நுண்பகுதிப் 
பாருண்மை = 


Ax . P 


நுண்பகுதிப் பொருண்மையின் 0Y ஐ ஒட்டி 

நிலைம திருப்பத்திறன் 


AW . P .. 2 


4 } -A 
ஐ } -Se* P. AS 


கம்பியின் மொத்த பொருண்மையின் OY ஐ 

ஒட்டி நிலைம திருப்பத்திறன் 


- 


+ a 
/ M P.de 
- 


2 


• a P. 


3 


M கம்பியின் மொத்த பொருண்மை ஆனால் M = 2a P. 


நிலைமதிருப்பத்திறன் 
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OY ஐ ஒட்டி கம்பியின் நிலைம திருப்பத்திறன் 


M.02 
3 


குறிப்பு : மேலே குறிக்கப்பட்ட மாதிரிக் கணக்கில் , 
அச்சு கம்பியின் ஒரு முனை வழியாகக் கம்பிக்குச் செங்குத் 
தாக அமைந்தால் , அவ்வச்சையொட்டி நிலைம திருப்பத்திறன் 
காண்க . 


இங்கு AP = x எனக் கொள்க . 


24 
நி . தி . தி . = P / x dw 

() 


8a 
3 


M 


8a 
3 


20 


4 Ma ? 

3 


மாதிரி 2 . 


நீள் வட்ட வடிவமுள்ள தகட்டின் நெட்டச்சை ஒட்டி 
நிலைம திருப்பத்திறன் காண்க , 


P 


A 


0 


- 


X 


p ! 


படம் 21 
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1 . 


நீள் வட்டத்தின் சமன்பாடு 

y 
a2 + 
be 


0 விலிருந்து : தூரத்தில் நுண் பகுதியிருக்கட்டும் . 


நுண்பகுதியின் பொருண்மை 


23 . Aa . P. 


OX ஐ ஒட்டி நி . தி . தி . = 29 . { \ a . P 


தி . 
OX ஐ ஒட்டி தகட்டின் தி . தி . தி . = ? PJ " y dr . 


+ a 
- a 


3 


!|| 


P . 27 y " dx 

0 


a cos 9 ; } = b sin 9 

1/2 
4 

" a 
3 


4 


TV 


1 


P ab " 


3 
4 


-- 


3 


2 


M . 


b2 
+ 


[ M = Tab P ] . 


குறிப்பு : 


ஒட்டி 


நீள் 


வட்டத் 


தகட்டின் 


( 1 ) குட்டச்சை 

Ma2? 
நி . தி . தி . 

4 


( 2 ) ஆரை a உடைய வட்டவடிவமான தகட்டின் 

Ma:? 
அதன் விட்டத்தை ஒட்டிய நி . தி . தி . 

4 


கவனிப்புக்குரிய இரு முக்கிய தேற்றங்கள் : 

தேற்றம் 1 : ஒரு போகு அச்சுத் தேற்றம் ( Theorem of 
Parallel Axes ) : ஏதாமொரு அச்சை ஒட்டி ஒரு விறைப்பான 
பொருளின் நிலைமத் திருப்பத்திறன் = புவி ஈர்ப்பு மையத்தின் 
வழியாகச் செல்லும் , அச்சின் ஒரு போகுக் கோட்டை ஒட்டிக் 
கணிக்கப்படும் நிலைம் திருப்பத்திறன் + கொடுக்கப்பட்ட 


நிலைமதிருப்பத் திறன் 
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அச்சை ஒட்டி புவி 

புவி ஈர்ப்பு 

ஈர்ப்பு மையத்தின் வைக்கப்பட்ட 
பொருளின் நிலைம திருப்பத் திறன் ஆகும் . 


எடுத்துக்காட்டாக , 

20 நீளமுள்ள ஒரு கம்பியின் , அதன் ஒரு நுனியில் அதன் 
நீளத்திற்குச் செங்குத்தாகவுள்ள கோட்டை ஒட்டி அதன் 
நிலைமதிருப்பத்திறன் 


M. 


* + Ma 


M. 


4a2 
3 


தேற்றம் 2 : செங்குத்தச்சுகள் தேற்றம் ( Theorem of 
Perpendicular Axes ) . 


Ix , 1 , என்பவை , 00 , 0 , என்ற இரண்டு செங்குத்தச்சுகளை 
ஒட்டி ஒரு தகட்டின் நிலைம திருப்பத்திறன் களாகவிருந்தால் , 

வழியாகத் தகட்டிற்குச் செங்குத்தாகச் செல்லும் அச்சை 
ஒட்டி அதன் நிலைம திருப்பத்திறன் = 1 + 1y 

1 . 


தேற்றங்களின் 


தெரிப்புகள் 


இங்கு 


( இவ்விரண்டு 
வேண்டியதில்லை ). 


எடுத்துக்காட்டாக , 

நீள் வட்டத் தகட்டின் மையத்தின் வழியாகச் செங்குத் 
தாகச் செல்லும் அச்சை ஒட்டி கண்டுபிடிக்கும் நிலை 
திருப்பத்திறன் அதன் நெட்டச்சு , குட்டச்சுகளை ஒட்டி 
கண்டுபிடிக்கும் நிலைம திருப்பத்திறன்களின் கூடுதல் 
Maa Mb 2 

+ 
4 

4 


பயிற்சி 46 


1. 2a , 26 பக்கங்கள் உள்ள ஒரு நீண்ட சதுரத்தின் 
பொருண்மை , M. கீழ்க்கண்ட அச்சுகளை ஒட்டி அதின் 
நி . தி . தி . காண்க . G , அந்த நீண்ட சதுரத்தின் 
மையமானால் 


பு . ஈ 
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( i ) 2a பக்கத்திற்கு ஒரு போகாக Gw அச்சு 
( ii ) 26 பக்கத்திற்கு ஒரு போகாக Gy அச்சு 

( iii ) நீண்ட சதுரத்தின் பு . ஈ . மையத்தின் வழியாக 
அதற்குச் செங்குத்தாக வுள்ள அச்சு GS . 


+ 


- 


1 என்ற நீள் வட்டப் பரப்பு , குட்டச்சை 
a 12 
ஒட்டி , அதைச் சுற்றி வரும் போது ஏற்படும் பருமத்தின் 
நி . தி . தி . காண்க . 


3. 


== 4av என்ற பரப்பு = () , முதல் x = 

h வரை . 
இப்பரப்பு x அச்சைச் சுற்றி வரும் போது ஏற்படும் பருமம் . 
இதற்கு : அச்சை ஒட்டி நி . தி . தி . காண்க . 


A. 


ஒரு புரைக்கோளம் (hollow sphere ) . அரைவிட்டம் 
. பொருண்மை M. அதன் ஏதாமொரு விட்டத்தை 
யொட்டிய நி . தி . தி . காண்க . 


a ; 


5 . ஒரு வட்ட 

அரை விட்டம் 
பொருண்மை M , அதன் அம்மட்டத்திலேயே 


வடிவக்கம்பி . 


( i ) ஏதாமொரு விட்டத்தை ஒட்டி 
( ii ) ஏதாமொரு தொடுவரையை ஒட்டி 

( iii ) மையம் வழியாகச் செல்லும் 
கோட்டை ஒட்டி நி . தி . தி . காண்க . 


செங்குத்துக் 


மாதிரி . 


ஒரு மெல்லிய கம்பியின் செறிவு ஒரு முனையிலிருந்து 
உள்ள தூரத்திற்குத் தகவு பொருத்த முடையது . அந்த 
முனையில் கம்பிக்குச் செங்குத்தாக உள்ள ஒரு அச்சை 
யொட்டி அதன் நி . தி . தி . காண்க . 


P Q 
AX 


B 


A 


Y 


படம் 22 
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நுண் பகுதி நீளம் 


PQ = 1 . 


AP = x . 


நுண் பகுதியின் பொருண்மை 


Re: . Ax . 


AY அச்சை ஒட்டி நி . தி . தி . 


Ku Ax . 


2a 
முழு நி . தி . தி . = K 
K / x " de 


| 4K . a . 


2a 
பொருண்மை = K 

K I x dr 

0 


2Kaa . 


நி . தி . தி . = 2K a . 2a? 


M. 2a2 . 


6 . 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 

( Differential Equations ) 


(5.1 . மாறு ராசிகளையும் , அவைகளின் நுண் கெழுக்களை 
யும் இணைக்கும் சமன்பாடுகளே வகைக் கெழுச் சமன்பாடு 
கள் எனப்படும் . 


ஒரு சமன்பாட்டில் தோன்றும் வகை நுண் கெழுவின் 
மிக உயர்ந்த வரிசையே அச்சமன்பாட்டின் வரிசை ( order ) 
எனப்படும் . மிக உயர்ந்த வரிசையின் படியே ( degree ) 
அச்சமன்பாட்டின் படியெனப்படும் . எடுத்துக்காட்டாக , 
dry 

0. ங்கு வரிசை இரண்டு , படி 
do 
மூன்று என்பதாகும் . 


( * ) + 3 ( 4 ) 

( 1 ) +1 = 


முதல் வரிசை முதற்படி சமன்பாடுகள் ( Equations of the 
first order and first degree ) . 


எல்லா விதச் சார்புகளுக்கும் தொகை காண முடியாது 
என்றறிந்தோம் . அவ்வாறே எல்லாவித வகைக் கெழுச் 
சமன்பாடுகளுக்கும் தீர்வு 

முடியாது . குறிப்பிட்ட 
அமைப்புகளைப் பெற்ற சமன் பாடுகளுக்குத்தான் தீர்வு 
காணலாம் . 


கான 


சமன்பாடுகளை நான்கு வகையாகப் பிரிக்கலாம் , 


வகை ( 1 ) x , y என்ற 

மாறு 

ராசிகள் பிரிக்கக்கூடிய 
வகையில் அமைந்திருப்பவை (Variables separable ) 

( 2 ) சமபடித்தான சமன்பாடுகள் ( Honogeneous 
Equations ). 
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வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


( 3 ) சமபடித்தான சமன்பாடுகளாக வில்லாமல் , 
அவைகளைச் சமபடித்தான சமன்பாடுகளுக்கு மாற்றி அமைக் 
கக்கூடிய வகையில் அமைந்திருப்பவை ( Non homogeneous 
Equations , reducible to homogeneous form ). 


வகை ( 4 ) சில ஈடுகள் செய்வதால் நேரடியாக மாறு 
ராசிகளைப் 

பிரிக்கக்கூடிய தன்மையைப் பெறும் சமன் 
பாடுகள் . ( Reducible to Variable Separable by proper 
substitution ). 


6 • 2 . 


வகை ( 1 ) . 


மாதிரி 1 . 


தீர்வு காண்க : 


en tan y dx + ( 1 - er ) sec y dy 


0 . 


இருபக்கங்களையும் tary ( 1 - en ) ஆல் 


சமன்பாட்டின் 
வகுக்கவும் . 


ex dx 


+ 


sec ! } diy 

lally 


0 . 


1 


e 


s 


ex dx 
1 


+ 


s 


seca y dy 

tany 


மாறிலி 


etc 


- log ( 1 - er ) + log tan y 


log C. 


tany 
1 - etc 


= 


C 


tany 


C ( 1 - e ). 


மாதிரி 2 . 


ஒரு 

வளை வரையில் ஏதாமொரு புள்ளியில் செங் 
கோட்டடி , x ஆயத்தின் இருபடிக்குச் சமம் . வளைவரை 
( 2 , 1 ) என்ற புள்ளிவழியாகச் செல்வதாக விருந்தால் , அதன் 
சமன்பாட்டைக் காஸ் : க . 


செங்கோட்டடி 


3 
dy 


dx 
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y 
dy 


x2 


dx 


y 


dy 
dx 


x2 ) 


dy 
3 


d x 
x2 


dx 


12 


| * - * 

* + c . 


logy 


1 


வளைவரை ( 2 , 1 ) ல் செல்வதால் , 


logi 


1 
2 


+ C 


0 


1 
2 


+ C , 


.. 


c = 3 


.. 


வளைவரையின் சமன்பாடு யாதெனில் 


1 


logy 


+ 


1 
2 


--- 


1 


1 


logy + 


* 


வ 


வகை ( 4 ) . 


மாதிரி 3 . 


தீர்வு காண்க : 


Sa = ( 4x + y + 1 ) . 


. 


2 = 40 + y +1 என்க . 


* - 4 + * 


dy 
dx 


da 
dx 


4 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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dz 
dx 


4 = 22 


dz 
dx 


2 + 4 


dz 
22+ 4 


dx 


* 


dz 
22 +4 


s dx 





1 


2 


tan - 1 


= x + C 


2 


1 
2 


tan - 1 


4x + y + 1 

= x + C. 
2 


பயிற்சி 47 


பின் வரும் வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகளுக்குத் தீர்வு 
காண்க . 


1 . 


dy 
V1 + y + Vi + w 


0 


m 


2. Vi + mda + VI + ydy = 0 


3. VI - w sin - 1c dy + y Jx 

do = 0 


4. ( +1 ) y dy + ( y + 1 ) dw 


- 


0 


5. tan y sce x da + tan w sec y dy = 0 


6 . 


dy 
dx 


eaw - y + x e - y 


7.y 


dy 
ds 


5 ( 1 + 


+ 22 ay 


dx 


8. 02 ( y + 1 ) dx + y ( w - 1 ) diy = 0 . 


இ . I - 20 


7 


12. - 
306 

தாகை நுண் கணிதம் 
9 . cos y dw + ( 1 + e- * ) sin y dy 0 
கட்டுப்பாடு = 0 , 9 

4 
dy 
( 

a ?. 
dy 
11 . 

w tan ( y -- x ) 1 . 
dx 
dy 

= cos ( w + y ) . 
dx 


- 


13. ( 22 + 3y - 7 ) w dw ( 303 + 2y - 8 ) y diy = 0 

( w = u ; y = 1 ஈடு செய்க ). 


dy 
14. 9 ( wy + 1 ) + x ( ry - 1 ) 

dx 


0 . 


15. ( 3 , 4 ) வழியாகச் செல்லும் ஒரு வளைவரையின் 
வரைகோட்டடி ஆயத்தொலைக்குச் சமம் . அவ்வளைவரை 
யின் சமன்பாடு யாது ? 


16. ஒரு ஆகாய விமானத்தின் விசைமாறு வீதம் 
g cos < - kv ; g , l , < மாறிலிகள் . t = 0 ஆனால் , = 

= 0 என்ற 
கட்டுப்பாட்டை யொட்டி 1 என்னவெனக் காண்க . 


17. ஒரு பொருளின் தேய்வு விகிதம் Ke . a அப்பொழு 
துள்ள பொருளின் பொருண்மை , சரிபாதி பொருண்மை 

1 


தேய - log , 2 வினாடிகள் ஆகும் என நிறுவுக . 


dT 
18. நியூட்டன் குளிர்ச்சி விதிப்படி 

K ( T - T ). 

dt 
இங்கு 1 கோளத்தின் மேல் வெட்பநிலை ; கால அளவு . T. 
சூழ்நிலையின் வெட்பநிலை . K ஒரு மாறிலி ; t = 0 ஆனால் T = T 
என்பது கட்டுப்பாடு . இங்கு T - T = ( T. - T. ) e - st என 
நிறுவுக . 


6.3 


வகை 


2 
. 


dy 
Jv 


( w , y ) 
F ( x , y ) 


என்ற அமைப்பு . 


307 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


இங்கு f ( a , y ) . F ( x , y ) என்ற இரண்டு சார்புகளும் , x , y 
என்ற ராசிகளில் ஒத்த சமபடித்தான கோவைகள் . இது ஒரு 
சம படித்தான சமன்பாடு ஆகும் ( homogeneous equation ) . 


எடுத்துக்காட்டாக 


( ly 
( lx 


- 1 
+ 

சமபடித்தான சமன் 


பாடாகும் . 


இவ்வகைச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகாண y = x என ஈடு 
செய்வோம் . 10 என்பது ன் சார்பாகும் . ஈடாக்கினால் 


f ( x , 1 ) 


( 0 ) ஆகும் . 


F ( w , y ) 


dy f ( x , g ) 
dee F ( ar , y ) 


du 
3 + x 

dx 


•ds 
da 


( u ) - 3 


d x 


d 
( 0 ) - 

ds 
( v ) - 1 


J .- * + . 


- 


தீர்வு காணலாம் . பின்னர் 1 


3 ஐ ஈடாக்குவோம் . x , y 


என்ற ராசிகளின் கோவையாகத் தீர்வு கிடைக்கும் . 


மாதிரி . 


தீர்வு காண்க : 


dy 
dx 


+ 3x y 
+ 3cy 


y == x என்பதை ஈடாக்குக . 


3 + 


du 
dx 


+ 3v3 
x + 302 
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தொகைநுண் கணிதம் . 


av 
v + 3 

dx 


vi + 3v 
1 + 302 


C 


av 
doc 


vö + 30 
1 + 302 


V 


2v - 203 
1 +372 


* ( 1 + 3va) dv 

2v - 2009 


தொகைக்குரிய சார்பைப் பகுதி பின்னங்களாகப் போட 
வேண்டும் . 


1 


Sot1-03 (1+0) 


1 + 3v2 
v (1 - v ) ( 1 + r ) 


do 


S doo 


dx 

tc . 


1 + 30º = A ( 1 - v ) ( 1 + 0 ) + Bv ( 1 + 0 ) + Cv ( 1 - v ) 


A = 1 


B = 2 


C = -2 


+ c . 


: [ +1) " 1-5 * + 
2 [108 2 1 

v = 2 log (1–0 ) – 2 log ( 1 + 0 ) ] = log #ta . 
3 [ 108 T -v)" 1tos] 

108 [ 1 - vj} I + v- ]" – log x + c 


log x + c 


log 


NO 
( 1 - v ) (1 + 0 ) 


log xte 


(1 + 0) 

Nya 
( 1 - % ) (1 + % ) 


log 


log x = C 
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வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


xy 
jog 

x2 - y 


log ko 


Wxy 


Is ஆகும் . 


cº – gº 
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siy $ 1T 6007 : 


dy 
1. ( x * + yº ) 

dx 


ху 


2. (x + y ) dx = 2x2 dy 


3. (y - 2xy ) dx 


( x2 - 2xy ) dy 


dy 
4. ( x * - y ) 


20y , x = 1 ஆகவிருக்கையில் y = 1 என்ற 


கட்டுப்பாட்டுக்குட்பட்டது . 


5 . 


x ( y - x ) dy = ( y + x ) y dx 


6 . 


dy 
dx 


TI 


X ? + 3ya 
3x + y 


dy 
7. y² + 2 

dx 


xy 


dy 
dac 


8 . 


dy y + Vx + ya 
dx 


2 


9. ( 6x + 2y ") dx - (x + 4.cy ) dy = 0 . 


10. ( xy – 2y ) dx 


( 22 – 3xy ) dy = 0 . 


Y 


Y 


1 


11 . 


dy 
dx 


Y 
20 


+ tan 


1 


y sin 


Y 


C 


12 . 


dy 
dx 


y 


x sin 


13 . 


dy 
dx 


[ 100+ y sin ] 
- [ysin 1 - 2005 ] 


34. « dy - y dx 


Væ? + y dx . 
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தொகை நுண் கணிதம் , 


15. xds + ydy 


2 ( xdy - yax ) . 


6.4 வகை 3 : 


dy 
dor 


= 


ax + by + c 

என்ற அமைப்பைப் பெறும் . 
Ax + By + C 


= X + h , y = Y + K என்று ஈடாக்குக . 


dy 
da 


dY 
dx . 


.. 


dY 
dx 


ax + bY-+ ah + bK + c 
AX + BY + Ah + BK + C 


h , K ஐ ah + bx + c = ( ) Ah + BK + C = 0 
என்ற கட்டுப்பாட்டுக்குட்பட்டு கணிக்கவும் . 


dY 
dx 


ax + bY 
AX + BY 


இது சமபடித்தான சமன்பாடாகும் . 


Y = vX என்பதை ஈடு செய்து முற் கூறிய முறையில் 
தீர்வு காண முடியும் . 


குறிப்பு : h , k ஐ கணிக்கும் பொழுது 

b 
Ā = B 

ஆகவிருந் 
தால் , 


ah + bx + c = (0) 


Ah + BK + C = 0 


என்ற இரு சமன்பாடுகளும் ஒன்றுக் கொன்று முரண்பாடாக 
விருக்கும் . 1 , 1 ஐக் காண இயலாது . இந்த நிலையில் , 
ax + by 

ஈடாக்கினால் ராசிகளை நேரடியாகப் 
பிரிக்கும் வகைக்குட்படும் . தீர்வு காணலாம் .. 


என்று 


மாதிரி 1 . 


தீர்வு காண்க : 


dy 
dx 


x + 29 - 3 
2x + ! - 3 
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வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


இங்கு 


b 

என்பதைக் கவனிக்கவும் . 
B 


A 


w = x + h ; y Y + ls , ஈடு செய்தால் 

JY X + 2Y + h + 21 - 3 
dx 2X + Y + 2h + k- 3 

h + 2 3 = 0 
2 % + 1 - 3 0 


- 


இவ்விரண்டு சமன்பாடுகளைத் தீர்க்க 1 = k = 1 என்பதைக் 
காண்போம் . ஆகவே 


* 


X + 1 ; y = Y + 1 

....... 


( 1 ) . 


dY 

X + 2Y 
dx 2X + Y 
Y X ஐ ஈடாக்கினால் 

da X + 20X 1 + 20 
3 + X 
JX 2X + 1X 

2+ 


X 


dv 
dX 


= 


1 + 20 
2+ 


1- 12 
2+ 


( 2 ) do = x + மாறிலி . 


இடப்பக்கம் தொகைக் குரியவற்றைப் பகுதி பின்னங்களாக்கி , 
தாகை காணவேண்டும் . 


B. 


2+ 
1-12 


A 

+ 
1+ 


F1 


A - - : 3- 1 
- * ++ - / * + மாறிலி 


1 
2 1+ 


log ( 1+ ) 1/2 - log (1-0) : /2 = log X + log c 
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தாகை நுண் கணிதம் 


log 


(1+ )1/2 

log cX 
( 1 - 1/2 
( 1 + 3 ) 1/2 

cX 
( 1 - 1/2 
1+ 

c2X2 
( 1 - ) 

Y 
1 + 
X 

c2 X ? 
Y ) 

X ) 
( X + Y ) 

X ? = c X 
( X - Y ) 
X + Y 

c = | என்க . 
( X - Y ) 


- 


3 


1 


= 


X + Y ) x + y - 2 
X - Y = ( x - y ) 


. 


3 + 1-2 
( x - y ) 


k . 


w + y - 2 = 16 ( w- 9 ) . 


மாதிரி 2 . 


dy 


தீர்வு காண்க : 


x - 29 + 3 
20 - 43 +5 


dx 


a 


இங்கு 


b 

எனக் கவனிக்கவும் . 
B 


A 


2y = " என்க . 


* ஐப் பொருத்த வகைக் கெழு கண்டால் 

ds 
1 - 2 

ds dx 


dy 


* 1 - 2 [ == 2 + ] 


- 29+ 3 

49 + 5 


ds 
dx 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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( அ. அ ) 1-2 [ 2 + 3 ] - * 


( 20 + 5 ) - 2 ( 0 + 3 ) 

20 + 5 


dv 
dx 


do 
da 


-- 


- 


1 

20 + 5 
J ( 20 + 5 ) do 

02 + 50 


I dx + C 
- x + C 


- 


-- 


( w - 2y ) + 5 ( w - 2y ) 


x + C 


W + 4y – 4xy + 5x 


10y + W == C 


+ 4y - 4xy + 6 - 10y 


C. 


மாதிரி 3 . 


20 - 1 +1 


தீர்வுகாண்க : 


dy 
dx 


29 + 1 


இங்கு a + B = ( 0 என்பதைக் 

என்பதைக் காணவும் . இந்த மாதிரி 
சமன்பாடுகளை , அவைகளின் உறுப்புகளைச் சீராக 
அமைப்பதால் , தீர்வு காண முடிகிறது . 


யான 


( x - 29 + 1 ) dy ( 20 - y + 1 ) da 
x dy + y dx – 2y dy + dy 2x dx + dx 


d ( xy ) - 2y dy + dy 2x dx + da 
I d ( ay ) - 2 / y dy + / dy = / 2a de + / da + C 

xy - y + y x2 + x + C. 
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தீர்வுகாண்க . 


- 


1 . 


dy 
dx 


31 + 2 
3w - 5y 


2 . 


( 12v - 5y + 9 ) da + (5w + 2y - 4 ) dy = 0 
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தொகை நுண் கணிதம் 


3 . 


dy 
dx 


x + 2y - 3 
20 + y - 3 


4 . 


dy 
dx 


-- 


x + 73 + 2 
3 % + 5y + 6 


5. ( 3y -7x + 7 ) do + ( 7y - 30 + 3 ) dy 


0 


6. ( w + y + 1 ) dw + ( 3x + 4y + 4 ) dy 


0 


7 . 


dy 
da 


20 - + y + 6 
y 

3 


dy 
8. ( 28 + 183 - 14 ) 

do 


6x + 5y - 7 


dy 
9. ( 2w - 4y + 3 ) 

+ ( x - 29 + 1 ) = 0 
dx 


10 . 


dy 
dx 


29 + x + ] 
49 + 20 + 3 


6.5 நேரிய சமன்பாடுகள் ( Linear Equations ) . 


dy 

+ Py = QQ என்பது இச்சமன்பாட்டின் அமைப்பு . 
dx 
இங்கு P , Q , லன் சார்புகள் மாத்திரம் எனக் குறிப்பிடத் 
தக்கது . 


/ Pdw 


இப்பொழுது, 4 ( 


e 


1) 


/ Pde 


e 


+ y - 2 


. P 


ſ Pdx dy 

dx 
S Pdx 

də 


e 


[ ia + PA 


Py ) 


ஆகவே , 


J Pks [ x + Ps ] - * [ / Pis y ) 


. 


என்ற பொருத்தமான ( exact ) வகைக் கெழு பகுதி கிடைக் 


கிறது . 


ஆகவே , ([ sia + Py ) 


S Pdx 


ஆல் பெருக்கினால் , 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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/ Pds 
பொருத்தமான வகைக் கெழு கிடைப்பதினால் , e க்குத் 
தொகைப் பெருக்குச் சினை ( Integrating factor ) எனச் சொல் , 

dy 
வோம் . ஆகவே + Py = Q. 

da 


J Pda 


ஆல் பெருக்க 


இருபக்கங்களையும் e 
J Pds 

dy 

+ Py 
dx 


Qe / Paa 


அதாவது * [ re Pds ) 


Qe / Pae 


இருபக்கங்களிலும் 3 ஐ ஒட்டித் தொகை கண்டால் 

ſ Pdx 

dw + C. 


Ye S Pdx 


foe/ Paa 


இதுதான் தீர்வாகும் . 


மாதிரி 1 . 


தீர்வு காண்க : 


cos : W . 


dy 

+ ! 
dx 


tan x 


dy 

+ 
dx 


து 
cos : x 


tan m 
cos ? 3 


dy 


+ Y sec x = 


tan x sec x . 


dx 


இங்கு P 
S Pdx 
S Pdx 


sec x ; Q 

= tan x sec 0 
/ sec w da tan x 


tan x 
= e 


e 


tan 3 
e 


தான் தொகை பெருக்குச் சினை . 


தீர்வு என்னவென்றால் 


tan x 
Ye 


. 


tan 3 
Se 

tan x sec ? « dx 
/ etu du [ u = tan x என்க ] 
Jud ( et ) 
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தொகை நுண் கணிதம் 


el U - 16 


e ? (u 


1 ) 


tan 3 


еe 


( tan x – 1 ) + C. 


மாதிரி 2 . 


தீர்வுகாண்க : 


X COS X 


dy 

+ y ( x sin x + cos x ) 
dx 


= 1 . 


x sin x + cos x 


1 


dy 

+ y 
dx 


= 


• 


X COS X 


X COS X 


1 


dy 
dx 


+ » ( tan x + 


7 ) 


C COS XC 


1 


1 


og P = tan x + 


; Q 

Q = 


X 


COS X 


S pax 

tan x + 5 ) 


sl 


dx 


log sec x + log x 
log ( x sec x ) 
log ( 2 sec ) 


e S Pdx 


еe 


X sec z 


தீர்வு யாதெனில் 


* seca 


Y , X secx 


s 


dx 


X COS X 


tan x + C 


S sec ? x du 
tan x + C. 


YX sec x 
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1 . 


dy 

+ y tan x = 
dx 


cos x . 


2 . 


dy 
da 


ху 
1 30 


2 


1 
1 - 22 


3 . 


dy 
( 1 + 2a ) + y 

dx 


etan- x . 


4 . 


dy 

+ 


3xy 
14.20 


1 + x2 
1+ x3 


dx 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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5 . 


dy 
dx 


g tan x = 


eT sec r . 


6. (x + 1 ) % + 2 & y = 4 : ". 


1 . 


dy 
x ( x - 1 ) 

dx 


( w - 2 ) y = ( 23 - 1 ) . 


8 . 


dy 
dx 


+ y cos x = ( 1 + sin x ) sin 2n . 


9 . 


dy 
dx 


+ 2xy = e - x ? . x . 


10 . 


dy y 

+ 
dx x log x 


sin 20 
log x 


dy 


11. ( x + 1 ) 

dx 


. 


y 


e " ( x + 1 ) + . 


12 . 


dy 

+ ( y - 1 ) cos e = 
dx 


sin x cot2.. 


13. ( 1 + y ) dx = ( tan- y - x ) dy . 


dy 
14. 1+ ( x tally - sec g ) = () . 

dix 


15 . 


dy 
x log 2 

dix 


Y 


2 1oga . 


66 பர்னொலியின் அமைப்பு : 


dy 

+ Py Qy " . இங்கு P , Q M ஐ மாத்திரம் ஒட்டிய 
dx 
சார்புகள் ஆகும் . இருபக்கங்களையும் y " ஆல் வகுத்து வலப் 
பக்கத்தில் : ஐ மாத்திரம் ஒட்டிய சார்பு இருக்குமாறு மாற்ற 
வேண்டும் . 


dy 

+ Py = Q . 1 " . 
dx 


இருபக்கங்களையும் 1 " ஆல் வகுத்தால் 

1 dy P 
--- 

= Q 
pride * -1 
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தொகை நுண் கணிதம் 


1 

= 1 என்க . 
g- 


( m - 1 ) dy 

g " dc 
1 dy 


do 
dx 


. 


1 do 
10 

1 ds 


- 


yn dx 


1 


du 

+ Py = Q 


m - 1 da 


du 
dx 


P ( n - 1 ) = - Q ( m - 1 ) 


இது , 0 , 2 ல் திட்ட அமைப்பைப் பெற்று நேரிய சமன் 
பாடு தீர்க்கும் முறையில் தீர்வைக் காணலாம் . 


மாதிரி 1 . 


2 


y 

y 
+ logy 

dx 
இரு பக்கங்களையும் 9 ( logy ) ஆல் வகுக்க , 

1 dy 1 1 1 

+ 
y ( log y )2 . dx 

* logy 
1 

= 1 என்க . 
logy 
1 1 dy 

ds 
( log y ) 9 dx 

dx 
dv 

1 
+ 
de 

2 


- 


. 


0 


1 


ds 

+ 
dx 


1 


இங்கு P = 


| 


0 


dx 


J Pdx 


S 


-- 


log x 


W 


J Pds - 


- log x 


1 


e 


= 


2 


- 
* -- * + 
= ls- + 


+ C 


* 


2 . 


. 


. 


பி 
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வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
தீர்வு யாதெனில் 
/ 

1 1 
me 

dx 

W 

2 
1 

1 

+ c . 
w logy 

202 
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தீர்வு காண்க : 
dy y 

dy 20 

y 
1 . + 

y 
dx 

de ஐ +1 

+1 
dy y 

dy 
3 . + 

w + . . 

4 . + xy = y sin a . 
dw 
0 

dx 
dy y 

dy 
5. 2 .. 

6 . 

11 . sin 20 - y cos M. 
dw 

dx 

dy 
7 . x . . 8. N 

+ y 

y log a . 

ds 
dy 
9 . 

( 1 + x ) e + . sec y . 
đx 1+ 

dy 
10 . + x sin 2y = x cos y . 
dw 

dy 
11. ( w + 1 ) +1 = 2e- . 12 . + 

= xVy .. 
dx 

da 1 - 2 
dy 
13 . + y = 

14. 3 - Y + 2xy = 0 . 
dy 

? 
15 . g tan x = 

y 


1 


0 


dy 

+ y ) 


tan y 


dy 


0 


y 


dxm 


g - 1 


0 


de 


320 


தொகை நுண் கணிதம் 


6.7 . இருவரிசை முதற்படி வகைக் கெழுச் சமன்பாடு . 
( Linear Differential Equation of the Second order ) . 


dạy dy 
இதன் உருவம் a + b . + c = X | 

dca 


( 
1 
) 


dx 


என்பதாகும் . இங்கு a , b , c மாறிலிகள் . X ஐப் 


பொறுத்த சார்பு . 

dea/ dy 
ஆனால் முதலில் a + b + c = 0 

( 2 ) 
dix ? dx 
என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக் கொள்வோம் . இச்சமன்பாட் 
டைத் தீர்க்க , = em என்ற தீர்வை ( m ன் குறிப்பிட்ட மதிப் 

deg 
புகளுக்கு ) எடுத்துக் கொள்வோம் . 

ddy = menr ; 

dx² 
ஆகிறது . இவைகளைச் சமன்பாட்டில் ஈடாக்கினால் 

en ( am + bm + c ) ( ) ஆகும் . 


dy 


= 113e 


m ன் மதிப்புகளை am + bm + c = 

c () கான்ற சமன்பாட் 
டால் காணலாம் . இந்த 11. ஐப் பொருத்த சமன்பாட்டிற்கு 
உதவிச் சமன்பாடு (auxiliary equation ) என்று பெயர் . 


m ன் மதிப்புகள் மூன்று வகைப்படும் . 


( i ) உதவிச் சமன்பாட்டிற்கு இரண்டு மெய்யானதும் 
வெவ்வேறானதுமான மதிப்புகள் இருக்கட்டும் . அவைகளை 

in W 

10 , 
m , , m , எனக் கொள்வோம் . 

3 / 3 = 

வை 
இரண்டும் , சமன்பாடு ( 2 ) ன் தீர்வுகள் . 


. 


= e 


= e 


ஆகவே Ae 

1 


Be 

17 , 


இரண்டும் ( 2 ) ன் தீர்வுகள் . 


+ Bent, 2 


ஆகவே , ? ) = AC 

1773 , . 
- 

( 2 ) வது சமன்பாட்டின் மிகப் 
பொதுத் தீர்வு ஆகும் . ஏனென்றால் , சமன்பாட்டின் வரிசைக் 
குகந்த முறையில் , இரண்டு மாறிலிகள் அமைந்துள்ளன . 


( ii ) உதவிச் சமன்பாட்டின் 

மூலங்கள் 

மெய்யாக 
விருந்து , சமமானால் , அதாவது 13 , = 770 , ஆனால் , 

im , T 
y = ( Ax + B ) e என்பது மிகப் பொதுத் தீர்வு ஆகும் . 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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( iii ) உதவிச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் இரண்டும் 
கற்பனையாக விருந்தால் , அதாவது m + % B , m , = x - iB 
( ஃ. கற்பனை மூலங்கள் ஜோடியாகத்தான் வரும் ) , அப் 
பொழுது 


xo 
e 


- 


y 


[ C cos Be + D sin Bo ] 


அல்லது 3 


Xo 
ee 


A cos ( Bw + Y ) . 


F 


மாதிரி 1 . 


dy 
dva 


dy 


தீர்வு காண்க : 


6 + 89 
dx 


10 . 


உதவிச் சமன்பாடு யாதெனில் 

m2 6m + 8 0 


- 


-- 


( m 


4 ) ( m 


2 ) = ( 0 
4 , 2 . 


m = 


. 


y 


Aex + Bea ... 


மாதிரி 2 . 


தீர்வு காண்க : 


day 

dy 
+ 2 
dx div 


2 


+ y = 0 . 


உதவிச் சமன்பாடு யாதெனில் 

( m -- 2m + 1 ) = 0 
({ m + 1) = 0 

- 1 , - 1 . 
g = e- > ( As + B ) . 


in = 


. 


மாதிரி 3 . 


dey 


தீர்வு காண்க : 


+ 16y 


0 . 


d.x2 


உதவிச் சமன்பாடு , m + 16 


= 0 


m ? 


16 


m = 


+ 41 . 


ஃ y = A cos 4x + B sin 48 . 


இ . 1-21 
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தாகை நுண் கணிதம் 


பயிற்சி 52 


தீர்வு காண்க : 


1. * + 3 + 2y = d . 2. 22 - 02 + 4 - 0. 
3. + + + + + gே = 0) , 4. 1 + 4g - 0 . 
*. ** + 5 " + 3g - 0 


செயலிகள் ( operators ) : 


t }} 


என 


dy 

Dy என்று குறிப்போம் . Dy என்பதன் விளக்கம் , 
dx 
D என்னும் வகைக் கெழுச் செயலி , ! ) எனும் சார்பின் மேல் 

dry 
இயங்குகிறது . அவ்வாறே Dy = *எனவும் , Dy 

dar 
வும் குறிப்பிடலாம் . 

68. சிறப்புத்தீர்வு காணும் முறை ( Method for finding 
Particular Integral ) , 


f ( D ) y = X ஆகவிருக்கையில் , X = eae , sin ax . cos ax , xm 
ஆக இருக்கலாம் . 


= ear 


( 1 ) f ( D ) y என்பதின் முழுத்தீர்வு காணல் . 
f ( D ) y = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வை முற்கூறிய முறை 
யில் காணலாம் . 

அது f ( D ) y 

= ear ன் துணைத்தீர்வாகும் 
( complementary function ) . இப்பொழுது f ( D ) y = eae ன் 
சிறப்புத் தீர்வு காணல் வேண்டும் . 


முழுத்தீர்வு துணைத்தீர்வு + சிறப்புத்தீர்வு 

y = -- 

C.F. - P ... ஆகும் . 
Dear 

= aeae 


D ? ear 


arene 


Drers 


= { rt ea.c. 
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வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


எனவே f ( D ) et . = f ( a ) eas . 

1 
ear = 

( D ) 
1 

1 
.. 

f ( D ) f ( a ) 


ect . 


ens . 


eax | 


ஆகவே f ( D ) ! ) = c என்ற சமன்பாட்டிற்கு 

1 
y 

f ( D ) 
1 

e :3 என்ற தீர்வு கிடைக்கும் . 
f ( a ) 


இதுவே சிறப்புத் தீர்வாகும் . 


( 1 ) 


1 . 
ஃ முழுத்தீர்வு = துணைத்தீர்வு + 

f ( a ) 


ear 


கவனிப்புகள் ( 1 ) . இங்கு f ( a ) 0 ஆனால் முறை தவறு 
தல் ஆகும் . இது f ( m ) () என்ற சமன்பாட்டில் , ஒரு தீர்வு 
a ஆக இருந்தால் இது நேரும் . 


f ( D ) 


(D- ma ) 


y = f (D) 


( D - a ) ( D - m , ) 
1 

) 


ena 


1 


eas 


( D - a ) . f, (D ) 


1 


= (D - ajj; 

( a ) 


ere 


1 


... ( D - a ) 

( y 


ear . 


- 


f :( a ) 


dy 
dx 


ay 


1 

els . 
f ( a ) 


r car 


தீர்வுகண்டால் , y = 


ஆகும் ...... 


( a ) 


( 
2 
) 


( D - mn ) என்று 


( 2 ) f ( D ) = ( D -- a ) ( D - m . ) 
இருக்குமானால் , 
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தாகை நுண் கணிதம் 


eaa 


( D- mn ) 


" 


ex 


1 
y (D- a ) ( D - m , ) 

1 
( D - a ) . f , (D ) 

1 
(D- a ) . f : ( a ) 

1 
( D- a ) " y 

f , ( a ) 

1 
( D - a ) ( D- a ) .y 

f , ( a ) 


etv 


-- 


ear 


eax 


2 


etta 


2 • f . ( a ) 


( 3 ) 


மாதிரி 1 . 


தீர்வு காண்க : ( D + 4D + 8 ) y = ( 1 + er ): 
உதவிச் சமன்பாடு m + 4m + 8 = 0 ஆகிறது . 

- 4 + 16 – 32 

2 


m 


- 4 + 4 

2 


--- 


2 + 2 
-20 [ A cos 2n + B sin 20 ) 


துணைத் தீர்வு 


1 


சிறப்புத் தீர்வு 


D + 4D + 8 ( 1 + en + 2er ) 


சிறப்புத் தீர்வு , 


1 
D + 4D + 8 


1 ( . ex = 1 ) 


1 


8 


சிறப்புத் தீர்வு , 


1 

en 
D + 4D + 8 | 


eam 
20 


சிறப்புத் தீர்வு , 


1 
D + 4D + 8 


2er 


2 


= 


. 


13 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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முழுத் தீர்வு 


y = C . F + P . D / + PD , + PD ; 
y e - 23 ( A cos 20+ B sin 20 ) 

1 

en 2e 
8 

+ 
20 


+ 


+ 


13 


மாதிரி 2 . 


தீர்வு காண்க : ( D + 3D + 2 ) y = e - m 
உதவிச் சமன்பாடு m + 3m + 2 = 0 

( m + 2 ) ( m + 1 ) = 0 

m = - 2 , - 1 . 


துணைத் தீர்வு 


Ae - 2 + Bew. 


சிறப்புத் தீர்வு 


1 
D3 + 3D + 2 


ew 


1 
( D + 2 ) (D + 1 ) 


2 D 1 


e a 


we - r 


( -1 + 2 ) 


= we 


முழுத் தீர்வு 9 


- 


Ae - aw + Be - a + ce - m 


மாதிரி 3 . 


= 


தீர்வு காண்க : ( D + 6D + 9 ) y = 2e - m 
உதவிச் சமன்பாடு , m + 6m + 9 = 0 

( m + 3) = 0 

- 3 , - 3 
துணைத் தீர்வு = e - 3x ( Ax + B ) 

1 
சிறப்புத் தீர்வு 

2e - 33 
D ? + 6D + 9 

1 
( D + 3 ) 


2e - 3 


2e - 3 


2 
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தொகை நுண் கணிதம் 


= 


we - w 


முழுத் தீர்வு 


e - ac ( Aw + B ) + e - w . 
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தீர்வு காண்க . 


1. ( D - 5D + 6 ) y = ew. 


2. ( D + 4D + 6 ) y = 52-20 . 


3. ( D - 13D + 12 ) y = e - 2w + 5ew 


4. ( D - 6D + 9 ) y = 2e - * + en. 


5. ( D + 3D + 2 ) y = ex, w = 0 , w = 1 ஆகையால் , y = 0 . 


6. ( D - 2D + 1 ) y = ex + en . 


y == 0 


7. ( D2 - 3D + 2 ) y = 2eo, x = 0 , } log 2 ஆகையால் 
எனக்கொள்க . 


8. ( D - ai ) y = ela + eam 


9. ( D - 6D + 8 ) y = cosh 23 . 


10. ( D + 5D + 7 ) y = e - w1 / 2 + 5 . 


6.9 . சிறப்புத் தீர்வு ( தொடர்ச்சி ) : வலப்பக்கம் X , sin an 
அல்லது cos லை ஆகவிருந்தால் சிறப்புத் தீர்வுகாணும் முறை . 

f ( D ) y = cos an அல்லது sin aw 
D cos ax = - a sin aw 


D ? cos an = - al cos ax 


D cos ax = a sin ax 


D * cos as = a cos ax = ( - a ) cos am 


இவ்வாறு கணக்கிடுகையில் 

Dan cos ax = ( - ae ) " cos aw ஆகிறது . 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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COS ax = 


: f ( D ) cos ax = f ( - a ) cos aw . 

1 
f ( D ) 

.f ( - a ) cos am 
1 

1 
f ( D ) 

f ( - a ) 
D இருக்கும் இடத்து ( - a ) போடவும் . 
1 

1 
அவ்வாறே 

sin ax = 

sin ax .. 
f ( D ) 

f a 


Cos 00 = 


Cos do . 


கவனிப்பு : ( 1 ) f ( - a ) = 0 ஆனால் இந்த முறை தவறி 
விடுகிறது . அதாவது ( D + a ) , f ( D ) ன் ஒரு சினை ஆகும் . 
அப்பொழுது cos aw = மெ.ப. ean என்றும் 
sin ax = க . ப . 

edax என்றும் 
எழுதி , முன் கூறியவண்ணம் சிறப்புத் தீர்வைக் காண்போம் . 


மாதிரி 1 . 


1 

1 
cos ax = மெ . ப . 
D : + a ? 

D2 + a ) 


eiax 


. 


1 
மெ . ப . 

eiax 
( D + ia ) (D- ia ) 

1 
= மெ . ப . 

2ia 


vedae 


மெ . ப . 


X2 

[ cos ax + i sin an ] 


20 


æ sin ax 

20 


W COSom 


1 
அவ்வாறே , 

sin ax = 
D + a 


என நிறுவலாம் . 


2a 


மாதிரி 2 . 


தீர்வு காண்க . ( D - 3D + 2 ) y = sin 3w 
உதவிச் சமன்பாடு , m – 3m + 2 = 0 

( m - 2 ) ( m - 1 ) = 0 

m = 2 , 1 . 
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துணைத் தீர்வு Aex + Bes 

1 
சிறப்புத் தீர்வு = 

D ? - 3D + 2 


sin . 3x 


1 
- 9 - 3D + 2 


sin 30 


1 

sin 3x 
( 3D + 7 ) 


3D - 7 

sin 3x 
- ( 3D + 7 ) ( 3D - 7 ) 
( 3D - 7 ) sin 30 

- ( 9D – 49 ) 
9 cos 30 - 7 sin 3x 

130 


9 cos 3x – 7 sin 3x 
முழுத் தீர்வு y = Aex + Bes + 

130 


மாதிரி 3 . 


dam 


தீர்வு காண்க . 


Jit ? 


+40 = a sin 2t 


உதவிச் சமன்பாடு , m ? + 4 = 10 


m 


+ 2 


துணைத் தீர்வு A cos 2t + B sin 2t . 


சிறப்புத் தீர்வு : 


1 

a sin 2t 
D3 + 4 


1 

* .2t 
= க . ப . 

ae 
D3 + 4 


21 


ae 


1 
க.ப. ( D + 2i ) ( D - 21 ) 

2 & t 

ate 
- க . ப . 

4 ) 


= க . ப . 


at ( cos 2t + i sin 2t ) 

4 
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வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


க . ப . 


- at . ( cos 2t + i sin 2t ) 

4 


at 


Cos 21 . 


4 


முழுத் தீர்வு 


A cos 2t + B sin 2t 


at 
4 . 


cos 21. 
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தீர்வு காண்க . 


1. ( D3 + 2D + 1 ) 3 


2e - w + sin 2M 


2. ( D ? + 5D + 6 ) ? ) 


sin 4x + e - 20 


3. ( 2D ? + D ) y 


en + sin x 


4. ( D – 8D + 9 ) y 

= cos 50 


5. ( D : + 9 ) y 


= 


GOs 30 


6. ( D ? + 16 ) w = sin 4t , t = 0 ஆனால் 0 = 

x = 0 = 


dx 
dt 


7. ( D + 5D - 6 ) y = sin 4x sin x 


8. ( D - 3D + 2 ) y = cos 3x cos 2x 


9. ( D - 2D + 1 ) g 


e2x 


cos 38 


10. ( D + 1 ) 


t 
2 cos ? 

2 


11. ( D3 - 4) y 


sin x - 

cos x 


12. ( D ? + 3D + 2 ) y 


e - w + cos x . 


X = am 


சிறப்புத் தீர்வு ( தொடர்ச்சி ) : f ( D ) 

f ( D ) = X ல் 
ஆனால் தீர்வு காணும் முறை . 
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= 


f ( D ) y 

1 
y = 

f ( D ) 


மாதிரி 1 . 


தீர்வு காண்க : 


( D ) + 4D + 5 ) y 

= 322 - 2 . 


உதவிச் சமன்பாடு , m ? + 4m + 5 = 0 . 


m = 


4 +16 - 20 

2 


-- 


- 4 + 21 

2 


|| 


2 + . 


துணைத் தீர்வு e - 23 ( A cos x + B sin x ) . 


சிறப்புத் தீர்வு : 


1 
D2 + 4D + 5 


303 - 2 


1 

( 32 - 2 ) 
5+ 4D + D ? 


- 
- 


1 

4D + D2 
51+ 

5 


( 30 - 2 ) 


= 


1 + 


( 3x2 - 2 ) 


4D + D2 4D + D2 

+ 
5 

5 


4D 


= (1 P + P ) 

( 
(11 - 

) ( 33+ - 2 ) 
( 1 - 
3 =" + ( 6r ) + 31 ( 6 ) ) 


D ? 
5 


16D ? 8DS 

+ 
25 5 


-- 


-- 


5 


4D 11D2 8D 

+ + 
5 25 5 


P ) 


( 3 - 2 ) 


oleola 


1 


- 2 


- 


- 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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24c 66 

+ 
5 25 


1 

[ 750 - 50 - 1200 + 66 ] 
125 


1 
125 


- 


[ 7502 


120x + 16 ) . 


முழுத்தீர்வு = துணைத்தீர்வு + சிறப்புத் தீர்வு . 
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தீர்வு காண்க . 


1. ( Dº - 5D + 6 g 


- x + 2 


2. ( D - 1 ) 9 
3. ( D + 3D + 2 ) y 


sin x + 2 


4. ( D ? + 3D + 2 ) y = e - r + x + cos x 


5. ( D + 3D - 4 ) y 


c ? - 26 


6. ( D ? + 2D + 4 ) y = e - 23 

23 + 3 


7. ( D + D + 1 ) y = x 


8. ( D ? - 2D + 3 ) y = 3 


9. ( D + 4D + 5 ) y = ex + x + cos 28 


10. ( D + D + 1 ) y 


2 . 


7. தணித்த வலைவுகளிலும் ( Damped 
Oscillations ) தணித்ததிர்விலும் ( Forced 
Vibrations ) வகைக் கெழுச் சமன்பாடு 

களின் உபயோகங்கள் 


தணித்த வலைவுகள் : ஓர் நேர்கோட்டில் ஒரு குறிப்பிட்ட 
புள்ளியை நோக்கி ஒரு பொருள் உந்தப்படட்டும் . உந்து 
விசை (force ) அப்பொருள் குறிப்பிட்ட புள்ளியிலிருந்து 
இருக்கும் தூரத்திற்குத் தகவு பெற்றதாகவும் , திசை வேகத் 
திற்குத் தகவு பெற்ற எதிர்ப்பு ( resistance to the motion ) 
அதைப் பாதிப்பதாகவும் இருக்கட்டும் . 


O4 


X - - - 


> P 


3 . 


P , ஏதாமொரு நேரம் , பொருளின் இருப்பிடமாக 
அமையட்டும் . OP 0 நேர் கோட்டில் நிலைப் புள்ளி 
யாக விருக்கட்டும் . தூரத்திலுள்ள ஓர் அலகுப் பொருண்மை 
யுள்ள பொருளின் மேல் உந்து விசை 10 ஆக விருக்கட்டும் . 

dx 
எதிர்ப்பு 2K . ஆகவிருக்கட்டும் . 

at 


பொருளின் நகர்வை விவரிக்கும் சமன்பாடு என்ன 
வென்றால் 
dex 

dx 
m2x - 2K . 
dt2 

dt 


d2c 


dx 
+ nx + 2K 

dt 


O 


- 


dt ? 


தணித்த வலைவுகளிலும் ...... 
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( அ.து. ) 


cles 
dt2 | 


+ 2K . 


dx 
dt 


+ x = 0 . 


இப்பொருளின் நகர்வை தணித்தவலைவு ( damped 
oscillation ) எனச் சொல்கிறோம் . 


தணித்ததிர்வுகள் ( Forced vibrations ) . 


ஒரு நேர் கோட்டில் ஒரு நிலையான புள்ளி 0 வை நோக்கி , 

dx 
mm உந்து விசைக்குட்பட்டு , எதிர்ப்பு 2K 

dt 

அளவிலும் , 
ஆவர்த்தன விசை L cos p க்கும் உட்பட்டு நகருகிறது . 
இந்த நகர்வுக்குரிய சமன்பாட்டைக் கணிப்போம் . 


da 
m s - 2K . + L cos pt 

dt 


dt ? 


der 


dx 
dt 


+ nix 


L cos pt . 


dt ? 

+ 2K | 


. 


என்ன 


( i ) K < m ஆகவிருந்தால் , துணைத்தீர்வு 
வென்றால் 

( A cosVn3 - K ? t + B sin Vm? - K2 t ) . 


துணைச் சமன்பாடு என்ன வெனில் 

m + 2Km + m = 0 
m = - K + VK ? - m ? 


( i ) K > n ஆனால் , m . இரண்டு மெய்யான வெவ்வேறு 
மதிப்புகள் பெறும் . 


== Ael - K + VK - w ) { + Bel - K - VK - w"){ 


( 1 ) 


( ii ) K = 1 ஆனால் , m இரண்டு சமமான மதிப்புகளைப் 
பெறுகிறது . m = 

m = – K , - K. 


KI ( A + Bt) 


( 
2 
) 


T = e 


( iii ) K < n ஆகவிருந்தால் , m கற்பனை மதிப்பைப் 
பெறுகிறது . 
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m = -K + ivn - K ? 
Kt 

[ A cos Vn - Kat + B sin Vn? - K2t 


( 3 ) 


0 = e 


e 


( 3 ) வது சமன் பாடு , பொருள் ஊசலாடுகிறது என்பதை 

- Kt 
வலியுறுத்துகிறது . என்பது பெருக்குவதால் , ஊசலா 
டும் வீச்சுக் குறைகிறது . K ன் மதிப்பு அதிகமாக அதிகமாக , 
வீச்சுக் குறைவின் வேகம் அதிகரிக்கிறது . 


- 


சிறப்புத் தீர்வு 

1 

L cos pt 
( D ) + 2KD + n ) 

L. eipt 
மெ . ப . 

( D + 2KD + n ) 
( n - p ) cos pt + 2K p sin pt 
= L. 

( ° - p ” ) ? + 4 Rºp ? 
L cos ( pt - K ) 

tan c = 
( n - p ) + 4Kp 

173 - ற 


= 


2Kp 


[ 


. 


= e - kd [ A cos Vms - Ki+ B sin Vm - Kat ] 

L cos ( pt - K ) 
+ 

M ( m ? - P ) + 4Kp 


8. ஃபூரியர் தொடரில் தொகைநுண் 

கணிதத்தின் ஈடுபாடு 
( Application of Integration to Fourier Series ) 


( 0 , 21 ) என்ற தொகை நுண்கணித எல்லைகளுக்குள் f ( w ) 
என்ற சார்பை 


f ( x ) 


2 + > ( ay cos nx + by sin na ) 

= 1 


71 


என்றெழுதமுடியும் . f ( x ) ன் விரிப்பை , f ( x ) ன் ஃபூரியர் 
தொடர் என்கிறோம் . இங்கு an b ... இவைகளை f ( x ) ன் 
ஃபூரியர் கெழுக்கள் எனச் சொல்கிறோம் . அவையாவன 

27 

1 
an 

f ( w) cos nux da 


70 


= 0 , 1 , 2 , 


27 


- 


b , 


f ( c ) sin raa daa 


12 


TT 


10 


1 , 2 , 3 ...... 


ஆகவே சில கட்டுப்பாடுகளுக்குட்பட்டு 


f ( x ) = 


சில 


+ 2 (a , cos rax + bs sin na.x ) 

n = 1 


குறிப்பு : தொகை நுண்கணித எல்லைகள் 

T , 7 ஆக 
விருந்தாலும் இத் தேற்றம் இந்த உருவத்தைப் பெறும் . 
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மாதிரி 1 . 


( 0 , 27 ) என்ற வீச்சில் ( range )) 

1 

1 
x = T - 2 | sin x + sill 28 + sin 3x + 

2 

3 


( sin 


1 


-) 


T 


1 


இதிலிருந்து 

4 


-- 


+ 


1 
5 


1 

எனக் காண் . 
7 


- 


ஃபூரியர் தொடர் என்னவென்றால் 


f ( x ) 


2 


+ 2 ( as cos nx + b ,, sin na ) 

1 


m = 1 


27 


இங்கு an 


= 


s 


f ( x ) cos mx da 


T 


27 


1 


b .. 


[ 1 ( s ) sin nea dia 


T 


இங்கு f ( x ) = * என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 


27 


1 


ஃ an 


- 


= 


C cos nx dac 


1 / 


x sin nx 1 

+ 
m 


21 


1 


bml 


+ / 


x sin na da 


= [ 


21 
w cos ms 

sin na 
+ 


] 


m 


22 


0 
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2 


11 


- 


m 


m 


271 


1 


ao 


S 


x du = 271 


TT 


.. 


x = T + 2 


7 


sin x 


2 


sin 2x sin 3x 
+ 

+ 
2 | 

3 


..... 
) 


2. ( - - sin nes 

) 
( 
2 - * ஈடாக்கினால் 

* - * - 2 [H - * + ..... 
2 ( 1 - 3 + 

+ ...... ) 
* ( 1 - + - +..... - - 


1 


T 


1 
5 


T 


7 . 


2 


2 


பயிற்சி 56 


( - T , TT ) என்ற வீச்சில் , 
T2 

COS nuc 
+ 4 = ( -1 ) " . எனக் காண்க . 
3 


1 


- 


22 


n = 1 


: 


இ . 1-22 


விடைகள் 


பயிற்சி 30 


23 


x 


1. க 


+ 


b.x2 
2 


+ cx + K 


2 . 


223 

+ x + C 
3 


3 . 


/ +++ 5 + c 4 - + - 2x + c 
r - 1.xi + 4vx 6. 3sia- x + 5 tan- = + c 


2 


5 . 


5272 


7. - cot x - T + C 


8. 10 sin x - 5 sec x + C 


9.-cos x + C 


10. X - sin x + C 


11. tan x - sec x + C 


12 . 


x + sin x 

* + C 
2 


க - sin c + c 


14. (2+ x) + c 


13 . 


2 


4 


15. ( 1 x ) _ [1 - x ) + c . 


பயிற்சி 31 


1 . 


( 23 + 3 ) 

12 


2 . 


( 3 - 20 ) " 

- 22 


விடைகள் 
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3 
. 


1 
(a - bx )? – 1 : 1-6) (1-1 ) 


4. - 


log ( 3 - 5x ) 


e2-30 


5 . 


6. 2Next 


- 3 


17 : 


2 Va - bx 

b 


8 . 


( 6 + ax ) -p / 4 + 1 

( 1 - p / q ) a 


1 


9 . 


- 


1 

COS na 
n 


10 . 


tan ( 1 – 2x ) 


3 


1l . 


- } 


1 
3 

cot 3x 


12 . 


- 


1 
2 


cosec 2x 


1 


20 


13 . 


sec 3x 


14 
. 


sin 6x 

+ C 
12 


3 


N 


- 


16 . 


15. [ - ] 
1 [ sin 88 + sina 

224] 
17. [ -in - Sin ] 
18. [ * + **** . dx + sin fa ] 
19. [ ( S) - ( Be + sin ) 1 


V 


-20 . 


3 

cos 3x 
cOS X + 
4 . 

+ C 
12 


21 . 


1 
36 


sin 9x + 


sin 3x ; 


4 


22 . 


1 
12a 

cos 3ax 


3 

COS ax 
4a 
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23 . 


1 
192 


102 


COS 6x 


3 
64 

cOS 2 


20 


24. 2 ( a - b) . tan 


25 . 


amx 
m log a 


2 


பயிற்சி 32 


+ c 


1 . 


tan ( log x ) + C 


2 . 


( ex + 1 ) 

5 


. 


3 . 


(tan -12) 

+ C 


4. log ( tan - x ) + C 


2 


5. e8in - 1 X 


6 . 


1 
Iln 


la ? + ? ) " + c 


7. - cos 


cos ( 3 " ) + C 


8 . 


- 2 cos V 


9. 2 . 


( 1 + 1x )" +1 

n + 1 


10 . 


cos ( tan - 1 x ) + C ; 


11 . 


- ( + + ) *** nti + 


n + c 


12. ex + 11x + 


13. log ( 1 + ex ) + C . 


14 . 


14. sinº * * 


4 
7 


2 
sin ? / ? + 

11 


sin 1 / 2 x 


15. ( log sin x )a 19 


16 . 


2 
3 


tanº / 2x 


cost a 


17 . 


cos * 

cossa 
+ 2 
3 

5 


+ C 


18. sec** 


19 . 


1 
1ter 


172 


20. ( log sec x ) 2/2 . 
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பயிற்சி 33 


1. log sin x 


( sin x ) 

2 


+ C 


2. log ( ei +1) + C 


3. log ( ex + e - ) + C 


4. log ( 5 sin x + 3 cos x ) 


5. log log sin a 


1 


6 . 


1 

log ( a + bc ) 
nb 


7 . 


sec u + tan x 


8. log ( x + sin x ) 


9 . 


1 
b 


log ( a + b tan 2 ) 


10 . 


1 

log ( ax2 + b ) + C. 


2a 


பயிற்சி 34 


1 . 


Vat 


1 

tan - 1 
2 


( +2) 


2 . 


i 
C 

6 


3 
. 


108 x +5 


to 


4 . 


col 


log 


3 + 1 
2 + 4 


1 


-5 . 


15-1 + 20 
log 

N5 + 1 - 2x 


6 . 


1 
3 


tan- ( 2 +1 ) 


V5 


7 . 


1 
2 N19 


log 


3x - 2 - V19 
3x - 2 + V19 


. 


& 10+ 
9. - 5 – + 
10. - log (1- 6e – Ox *) – 27710872 +3 =1 


log (w ? + 4x + 5 ) - tan- ( x + 2 ) + C 


+ C 


342 


O $ 1605151600T 600f glo 


11. log ( - 2.0 -- ) + B ( 73) 


log 


( * 3 ) 


N3 


1 ( 3 + 2x – 3:24) 8 V10 + 3x - 1 
12 . 

+ 
6 

3 V10 

V10-3x + 1 
13. 2 log (x2 + 2x + 2 ) + tan- ( 2 + 1 ) 

2 

2x - 1 
14. x + log ( x2 – 2 + 1 ) + tan 

+ C 
15. ( x - 2 ) tan-- ( x + 1 ) 
3 

7 
16 . log ( 2002 - 6x + 5 ) - tan- ( 2x - 3 ) 
4 

2 
1 75 + ** - 1 
17 . 

75 - 24 +1 
1 X - 22 

3 V5 + 2x + 1 
18 . x + log 

+ 

2x - 
1 

2x - 1 
19 . 

N2 
log ( 4x2 - 4x + 3 ) + tan - 1 
8 

8 

N2 


5 


8V5log 


75 


log J5 – 23 – 1 


Ś 


பயிற்சி 35 


1 . 


- 2 log ( x - 1 ) + 3 log ( x – 4 ) + C 


2 
. 


11 

log ( 2-6 ) 
32 


11 
32 


log (x + 2)– 4 (2 +2) 

108 


3. log 


X2 


4 . 


( x +-1 ) * ( 1 – 2x ) /3 


Væ + 1 


(x - 2 ) 
5. * + log 


5 
6. 3 log ( x + 2 ) + 

3 + 2 : 


X - 1 


7 . 


log 


X - 1 
* + 2 


1 1 
3 X - 1 


8 
. 


3-1 
x + 1 


3 
4 (0 - 1 ) 


4 (2-1) 


1 
4 (30 – 1 ) 


Jog 
log , 

72 - 3 (2-1) 


1 


9 . 


விடைகள் 
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10. log (x - 1 ) + log ( 2 + 1 ) - log ( 2x + 1 ) 

log (1 +2") - 10g (1 +x)+ 


11 . 


1 
2 


tan - 3 


12. log (x - 2) - log (zº + 1) + tan- + ( x ) 


1 


2 - 1 


13. { 108 V7x + 1 + 3 


2x + 1 
tan- . 


o 
14. g* +*+ 1-10g - n- *** 


2x + 1 


sin x 


COS 2 


15. log 


s x + 1 
( cos x + 2 ) 


16. log 

1 + sin 


17. log 


tan x + 1 
tan x + 2 


18 . 


18+ 
19. 10g (22 - 

1056 - * + ) og ( p + 1 ) + atan 
20. [ an . 5 tan 3 ] 


2x - 1 
tan - 1 

13 


பயிற்சி 35 - A 


1 . 


23 2 
41 X + 

41 


( log 4 sin x + 5 cos x ) 


2 . 


23 
41 


x 


2 
41 

log ( 4 cos x + 5 sin x ) 


3 . 


7 % 1 

+ log ( 3 sin x + cos x ) 
10 10 


* 


1 


4 . 


+ 


+ 


log ( sin x + cos x ) 


2 


5. 20 + log ( 2 cos 0 + sin o ) 


+ 


1 


V13 
344 

தொகைநுண் கணிதம் 
3 
6 . 

log ( sin x - 2 cos x ) 
40 

3 
7 . 

log ( 2 sin o + cos 0 ) 

5 
20 3 
8 . 

log ( 3 cos 0 + 2 sin o ) 
13 13 

3 
9 , 

+ log ( sin x – 2 cos x ) 
5 5 

பயிற்சி 36 - A 

3 
5 + tan 
1 

2 
1 . log 

+ C 
5 - tan 

2 
2 

+ 4 
2 . tan - 1 

2 
3 

+ C 

3 
2 

tan 
3 . 
5 tan - 1 

2 
5 

V13-3 + 2 tan 
1 

2 
4 . 

log 
713 + 3 – 2 tan 

2 


X 


5 tan 


C 


30 


5. log 


log ( 1 + tan 

10 ) 


& 
la 


2 


2 
5 tan 

2 


- 


- 4 


6 . 


tan 


3 


3 
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345 


2 


{ 9 + 3 tan 


2 


7 . 


1 
5 


log 


20 


1-3 tan 


2 


8 . 


1 
26 


log ( 


1 + 5 tan 3 
5 – tan X 


9. + log ( cos x + sin x ) 


+ 


+ 4-17 


1 


10. 


20 


3 
417 


3 tan 

2 
log 
3 tan 

2 


4 


+ 4 + 17 


II . - + 120- (atan ) 


5 tan 

2 
3 


பயிற்சி 36 - A 


1 
. 


- (1 - 20 ) +2 + ( 1 – 2*35 * + c 

– }/ ] + c 


2 . 


& ( : 


2x - 1 ) /2 

3 
+ ( 2x - 1 ) 5 / 2 + ( 2x - 1 ) 9 /2 + ( 2x: – 1 ) 


3. Vx2 - 1 + log (V22 - 1 + x ) + C 


4 . 


N1 - 230 

[ 2 + 2 : + 3.c ) 
15 


23/2 


-5 . 2 


[ * 


2 

+ V x - log ( Vx + 1 ) 


3 
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Vx + 3-1 
7. log 

V2 + 3 + 1 


tan 


2 


6 . 27/ ( 5) 

-V 
11. log ( x + Vx + a ") - Vatan 


1 2 
1 + 3 


10 . 


8. 2Vx + 2 tan- (Vx ) 9 . 


avata ? 


12 . 


V 


2-1 
x + 1 


---- 


பயிற்சி 37 


1. cosh- ( 2x - 3 ) + C 


2. 


1 
2 


cosh- [ 2 ( x + 1 ) ] 


3 
. 


4. 2 sinh- ( c ) 


hasia -1 (0: 1) 

V 


5. 2 sin - 1 


b - a 


1 


6 . 


2x - 5 
sin- :. (2x - 5 ) + 

V50 - 6 – 2012 


4 


( x + a ) V2 + 2ax 


7 . 


ata 
cosh -1 
2 

a 


a 


2x + 1 


8. Mg + 3 +1 + 3 sinh 


sinh- . 


(** ) + c 


9. 2V x2 + 4x + 3 - 4 cosh- ( x + 2 ) 


11. Vº + 2x + 2 + sinh- ( +1 ) 


2 + x 
2 (2 - 


12. - sinh - " - [ 

-v - 1) ] 
13. į 3 

V2x4 + x = 3 + 1.02 cosh . 
Most teta) 

Vasi 


4x + 1 
5 


72 : 


15. sin 


17 . 


sin - 1 


( ) 


1 + x ) 
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V1 - 22 


tan - 1 . 


19 . 


1 

3 + 5x 
sinh - t . 
Nil V2( 1-2 ) 


xV2 


18, atan 

wa 


20 . 


log 


3 ) 


a + bx + va . Va + 2 bx + cx ? 


பயிற்சி 37 - A 


1 
. 


x tan - 1 X 


1 

log ( 1 + x ) 
2 
sin - 1 X 

1 
+ « V1 - 22 

4 


1 
+ 


2 . 


22 sin - 1 3 

2 


4 


22 


1 


3 . 


tan - 12 


- 


2x + 


tan - 1 X + C 


2 


2 


4 . 


2 ( log x ) 


2x log x + 2x 


291 + 1 


29 +-1 


5 
. 


24 
4 


X * 
16 


loga 


6 , 


1 


log x 
n +1 


(n + 1 ) 


209 


7 . 


22 sin 2x 

2 


X cos 2x 

sin 2.30 
+ 

4 


3 


2 


9. . * sec x - log ( sec x + tan 


10 . 


x tan x + log cos x 


1 


1 


log x 


12 . 


13 . 


log a 


x 


+ log i 


2 + 1 


14. X – VI – Xa sin - 1 x 


2 


15 
. 


x tan - 1 X – log vi + x2 


tan - 1 X 

2 


:) 


பயிற்சி 38 


ex 


1 . 


2. sin x.eas 


3 . 


ea cota 


x + 2 
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t 


Y 


4 . 


at tan 


5 . 


ex tan 


2 


2 


eax 


6 . 


( a cos bx + b sin bx ) 

* + 6 " 


7 . 


[ 3 sin 2 


2 cos 22 } . 


13 


பயிற்சி 39 


4 
1. log 


5 


log 


2 . 


log 2 


3 
. 


و 
أحد 


- log 4 


4 . 


64 
231 


၁ 


8 


T 


.5 . 


71 
840 2 


6 . 


2 
15 


7 . 


15 
96 


8 . 


I 


1 
+ log 

M ) 


105 


4 


- 


1 


9 . 


37 
16 


10 . 


II 
. 


12 . 


2 
5 


tan - 1 


1 
5 


2 


7T 


21 


13 . 


15 . 


2 v2 


3 


பயிற்சி 40 


T 


1 . 


9. ဒီ log 2 


10. ( T - 1 ) . 


4 


Luu ထံ 41 


1. ( 1 ) v2 , 


( 2 ) 


24 MB 

5 


( 3 ) 


6 MB 
5 


( 
4 
) 


8 
9 


2. Tab 


3. 2 


4. 2 


5. 9 6 . 


16 
3 


7 , cb [ cos-၊ . 


CV 
a ? 


“ ] 


a 


Q 


விடைகள் 
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C 


C2 


C Vaa 

c 
+ 

ar 


2 


ab [ T - cos 

1 
8. as (cos + + - -- ] 

* + - ] 
( 2 ) 


C 


ab 


T 


cos - 11 


Vb2 


- 


b2 


10. 4ab tan - 1 


11. 4Ta2 . 


பயிற்சி 42 


1. " r ; 


TT12 h. 


2 . 


* 


T 
2 


4. ( i ) 5r a , 


( ii ) 1 ( 8 log 2 - 3 ) ai 


5 . 


16 Ta 
105 


6. 247 


7 . 


4 
3 


Tra b 


8 . 


32mas 

15 


; 


2mas 


பயிற்சி 43 


(1)j ) 1+ ; ; 


( ii ) 


8na ? 

2 


(2V2 - 1); (i ) " c" [ 2 + sinh 2] 


( iv ) 


647Ta ? 

3 


பயிற்சி 44 


1. log ( 2v + V3 ) 2 . 


973/3 - 523/2 

54 


3. 4av3 4 . 


4 
3 


av 3 


ar2 


5 . 


+- ( 13 VI3- 8 ) 6. Ga 7 . 


2 
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பயிற்சி 45 


1. t = 3 


3 -C 


1 


y 
2 


+ 


0 


sinb 


2 sinh 


C 


2. t == | 


2a 
5 


4a 


3 . 


( வட்ட மையத்திலிருந்து ) 
3л 


4 . 


4a 
3л 


- 


15 


5. 5 = 1 ; 1 = 0 


T 


6. = 


I = 

8 


7. = ma ; / 


ба 
6 


8 . 


M 


II 


( 3c - a ) ( a + 2c ) /2 + as /2 
5 { (a + 2c) * /2 - a / } 


பயிற்சி 47 


1. M1 + + VI + y = C 
2. xVi + x + yVi + y + log [ (x + V1 + x ) x 

( y + VI + y ) ] = c 


3. sin - 1 = C 


4. ( + 1 ) ( 1 + es ) = A ey 


5 . 


tan x tan y = C 


6. 4ey 


2ex + + CI 


7. ( 1 + bx ) ( y - b ) 


Co 


8. (x + 1 ) + ( y + 1 ) +2 log ( x - 1 ) ( y - 1 ) = C 


9. e + 1 = a cos y ; 1 + e = 2/2 cos y 


10. , log 


- y - a 
x - y + a 


y + C | 


11. sin ( y- c ) = c exa/ 3 


விடைகள் 


351 


12. x + c = tan 


tan ( 5+ ) 


13. ( x2 - y - 1) = C. ( zº + ys – 3 ) 


14. Y 


Ax exy 


16. ( g cos o - kv ) ekv = g cos . 


பயிற்சி 48 


1. y 


cex2 / 272 


2. log x = 


Y 
2 tap - 1 

2 


3. xy ( y - x ) = C 


4. ? +42 


2y 


5. eyl = CXY 


y + 


6. log 


-- 


2xy 
(3 + y ) 


C 


7. y + 1x2 + y 


са ? 


8. Y + 2 + ya 


cx ? 


9. 622 


2ya 


- XY 


XY = cx 


10 . 


+ log - C 11. sin 


* CX 


Y 


ce 


12. log x 


COS 


с 


13. xy cos = C 


y 


14. Y + V + yº 


cx 


15. log r = 


20 + C. 


பயிற்சி 49 


1 , 4x * – 24xy + 20y2 + 16x = K 


2. ( y + 30 - 3 ) ( y + 2x - 1 ) = C 


3. ( y - 2 ) = C ( t + y - 2 ) 


4. + 5y + 2 = c ( x - y + 2 )" 
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5. ( y – x + 1 ) ? ( y + x - 1 ) = C 


20 


6. log ( x + 2y + 2 ) = 2 (x + 2y + 2) 


+ C 


7. y - ( 2y ) ( x + 3 ) - 2 (x + 3 ) - C 


8. ( 3y - 2x – 1 ) ( 2y + x - 2 ) = C 


9. log ( 4x – By + 5 ) - ( 4x – 8y ) = C. 


பயிற்சி 50 


1. 4y 

= cos x ( 2x + sin x ) + C 


2. YV1 - 22 


sin - 1 X + C 


3. y etan - 1 x = 


etan - 1.312 

+ C 


*7 **) 
4. y ( 1 + x ")= x++ C 


5. Y cos x = ex + C 


6. y ( x + 1 ) = 4 


cope 


+ C 


7. 3,62 


( x - 1 ) 


202 


x + c 


22 


8. y = 2 ( sinº x – 3 sinº 2 +7 sin x – 7 ) + ce - 811 s 


9. yeza C 


10. y log x = 


cos 2x 

+ C 
2 


: 


11 . 


Y 
( 3 + 1 ) ? 


ex + c 
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12. ( y – 1 ) esin a 


cot x 


- 


x + c 


13. Xetan - 1 y 


etan- y ( tan - y - 1) + C 


14 . 


X sec y 


tan y + C 


15. y log 2 = 


( log x ) ? + C. 
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1 


1 , 


1 

+ C 
22 


1 
2. x + 22 + 

y 


= 


= C 


xy 


3 . 


1 

+ 4x = C 
xt yt 


1 


4 . 


e - 22 / 9 + fe 

+ se - 212 , sin x dx = C 


Y 


1 


1 


5 . 


Y 


V3 


1 


6 . 


2 ( sin x + - ] 

1 ) 


+ ce + (n - 1) sinc 


yn - 1 


7 . 


1 

+ 2x = C 
wºya 


8. y ( log x + 1 ) + cxy 


= 1 


9. sin y 


= 


( 1 + 2 ) ( ex + c ) 


10. tan y 


1 
2 

( 2.2 - 1 ) + ce - u ? 


23 


11 . 


3 sin * to C 


yº 


12. Vj = - (15:** 

) + c ( 1 – 2 * ) * ; * 


9. 1-23 
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a 


13. Yll 


1 


+ ce - ninja 


22 


14 , y = 3 - 2 sin x + ce - sin x 


15 , y cos x = 


cos * 

2 


1 


+ C 
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1. Y 


Ae + Bea 


2. y 


y = 


e ** ( A.C + B ) 


3. Y 


e - 24 ( A cos V2 x + B sin V2 x ) 


4. Y = A cos 2x + B sin 2x 


( -54V15) ( 523) 


5. g = Ae 


+ Be 
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1 


1. y = Aec + Bea + 


e42 


2 


5 


2. y = e- * ( A cos V2x + B ) + 


te 


2 


1 
3. Y = Aex + Be 23 + 

42 


-2.0 


e 


5x 
11 


ex 


4. y = 6 ** ( A + Bx ) + + 


@ ?ex 

2 


5. 6y 


(e? + e) ex – ( ex te + 1 ) ( 2x + e ** 


6. y - (A + Bx + ) + d 


7. y = 2e 


3e2x te 


6960L46ÝT 


355 


ena 


8. y = A cos ( ax + B ) + 

na 


+ 

2a 


eax 


a . 


-2C 


32 


e 


9. y 


Aer + Be4x + 

48 


ares 
4 


N3x 

4 
10. Y = e - bøya ( A cos + B ) + 

2 

19 


( 4 


+ B ) 


x 


5 
e - x /3 +7 


t 


18 + 
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1. y = -2 ( Ag + B ) + cºe 2 


4 cos 2x + 3 sin 2x 

25 


2. Y 


Ae - 34 + Be - 2x 


2 cos 4x + sin 4x 

+ 2e - Pa 
50 


ec 
-3 . y = A + Be - 2 / 3 + 

10 


cos x + 2 sin x 

5 


4. g = A ( 447 ) 3 + Ba 


+ Be(4-17) 2 


2 cos 5x + 5 sio 5x 

232 


.5 . y = A cos 3x + B sia 3x + 


sin 33 


6 


6. 3 


1 

sin 4t 
32 


} 


COS 4t 


8 


cos 3x 


7. Y = Aex + Be - 6x + 


1 tsin 3x 
2 

30 

31 cos 5x 25 sin 5x 
to 

336 


1 


: ] 


8. Y = Aer + Beac 


15 sin 5x + 23 cos 5x 

1508 


COS 
+ 


3 sio x 
20 


356 
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3 sin 3x + 4 cos 3x 
9. y = eit ( A + Bx ) + - ear + 

50 


10. y = 


= A cos t + B sin t + 1 


t sint 

2 


3 sin a 


14 y = 


sin 3x 
Afax + Be - 20 + 

52 


+ 


cos 2x 

16 


+ 


-1100 


20 
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1. Y = Ae2c + Besc + 


6 [*** 


3x2 + 2x 

3 


20 
9 


2 . 


Y = ex ( Ax + B ) + x + 2 


sin x 


3. Y 


y = Ae- + Be - 8.0 + 


3 cos * 
10 


+ 


1 [ 
[ ** 


3.C + 


1/2 


4. g = Ae - 3 + Be -2 + ze - 


1 


+ 


2 


[ 


z ? 


3x + 


2 ] + 


2 


+ 


cos x + 3 sin % * 

10 


22 


20 


5. Y = Aext + Be - 4x 


+ 


1 
+ 

32 


4 


6 , 


Y = e - ( A cOS V3x + B sin 3x ) 

1 
+ 

en 
4 


7. y = e - 12 


( ad 


N3x 
A COS + B ) + x + 3 

2 


8. y 


= ex ( A COS V2 + B sin v2x ) 


2 


2 


8 


+ 


X2 


2 
+ 

9 


20 


3 


27 
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9. y = 6-8.5 ( A cos x + B sin x ) 

1 
+ € * + 

To 5 


To 


[* 


1232 66.2 

+ 
5 

25 


144 
125 


+ 


cos 2x + 8 sin 2x 

65 


:10 . y 


E / ? 


( A 


V3x 

V3x 
A cOS 

+ B sis 
2 

2 


+ 2 


2x . 


கடந்த தேர்வுகளில் சென்னைப் பல்கலைக் கழக 

வினாத்தாள்கள் 


ஏப்ரல் 1966 


காலம் : 3 மணி ) 


தாள் I 


( மொ . மதிப்பெண் 75 , 


ஆறே வினாக்களுக்கு விடை தருக . 


எல்லா வினாக்களும் சமமான மதிப்பெண்களைப் பெறும் . 


I. ( a ) காரணிப்படுத்துக : 


a * ( b ? - c ) + b * ( c - a ) + c ( a - b ) 


( b ) a , b , c என்பவை கூட்டுத் தொடரிலுள்ள 3 சம 

மற்ற எண்களாகில் , a , b - a , c- a பெருக்குத் 
தொடரில் இருந்தால் , 


a : 6 : c :: 1 : 3 : 5 என நிரூபி . 


II . ( a ) 5 இந்துக்கள் , 4 கிரிஸ்தவர்கள் , 3 முகம்மதியர்கள் 

கொண்ட சமூகத்திலிருந்து 5 பேர்களைக் 
கொண்ட ஒரு குழு தேர்ந்தெடுக்கப்படுகிறது . 
எந்த சாதியினரும் மெஜாரிடியில் இல்லா 
மலும் , விடுபடாமலும் இருக்குமாறு குழுவை 
எத்தனை வகையில் அமைக்கலாம் ? 


( b ) • 21 நீளமும் , மையத்திலிருந்து 2 தூரத்தில் அதன் 

அச்சின் மேலுள்ள புள்ளியில் M திருப்பத் 


359 
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திறனையும் உடைய காந்தத்தின் ஈர்ப்புக்களம் H 
M 1 ] 

கில் , 
x 1) ( w + I ) 
* ஐப் பொருத்து 1 மிகச் சிறியதாக விருக்கும் 

2M 
பொழுது , H தோராயமாக க்குச் சமம் 


w 


என நிரூபி . 


+ . 


..... ன் 


1 + 2 1 + 2 + 2 1 + 2 + 22 + 2 
III . ( a ) 1 + + 

+ 
2 ! 

3 ! 
மதிப்பு - e என நிரூபி . 


4 ! 


x - 1 


( b ) x > 0 ஆக விருக்கும் பொழுது 

1 82 - 1 1 

- 1 
loge w + 

+ 
x + 1 2 ( w + 1 ) 

3 ( w + 1 ) 
என நிரூபி . 


IV . ( a ) மதிப்பைக் காண் . 


21 


17 


7 


10 


24 


22 


6 


10 


6 


8 


2 


3 


5 


7 


1 


2 


3 


( b ) ஹார்னர் முறையை உபயோகித்து 

202 3 - 4 = 0 
என்ற சமன்பாட்டில் 3 க்கும் 4 க்கும் இடையே 
யுள்ள மூலத்தை இரண்டு தசமத்தான சுத்த 
மாகக் காண்க . 


V. ( a ) * ஐப் பொருத்து வகையிடு : 


1+ sin w 
( i ) loge 

1 


( ii ) tan - 1 


( M ) 


20x 
1 


- 


COS X 


( b ) y = ( sin - 1 x ) ஆனால் 

( 1- 0 ) y = xy + 2 எனக் காண்க . 


360 
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( c ) 3 


என 


x + x + 1 ; 29 + 50 என்ற வளைவரை 
கள் ( 1 , 3 ) புள்ளியில் தொடுகின்றன 
நிரூபி . தொடுபுள்ளியில் பொதுத் தொடுவரை 
யின் சமன்பாட்டைக் காண்க . 


. 


VI . ( a ) V = ( 1 - 2ay + y ) - 1 / " ஆனால் , 

V 

V 

y y V * என நிரூபி . 
de 

dy 


0 


- 


( b ) q = R r : V. என்ற சமன்பாட்டி லிருந்து ( ஐக் 

கணித்தால் , R மாறிலியாக விருக்கும் பொழுது , 

ல் ஏற்படக் கூடிய சிறு சதப் பிழை 1 ல் 
ஏற்படக்கூடிய சிறு சதப் பிழையைப் போல் 
நான்கு மடங்கென நிரூபி . 


VII . ( a ) x ஐப் பொருத்து தொகையிடுக : 


( i ) 


2 + 1 
4+ 120 + 7 


( ii ) sin 6x sin 2x 


( iii ) x tan - 18 . 


VIII . ( a ) ay ( a ) - v ) ; என்ற வளைவரை , அச்சைச் 

சுற்றுகையில் ஏற்படும் திடப் பொருளின் கன 
அளவைக் காண்க . 


( b ) a ஆரமுள்ள , சீரான அரைவட்டத் தகட்டின் 

புவி ஈர்ப்பு மையத்தைக் காண்க . 


IX . கீழ்வரும் வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கவும் : 


( i ) y 


dy 
dx 


( x + 1 ) cosecy 


dy 


( ii ) 


23 

y 
X2 + 1 


dx 


x + 1 


( iii ) ( M - y ) de + 3xy dy = 0 


X. தீர்க்கவும் : 

dy dy 
( i ) + 4 + 5y = x + 2 

dx 
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dy 


( ii ) 


day 
dx² 


+2 


da 


+ y = e- . 


செப்டம்பர் 66 


1. ( a ) x , y மெய்யாக விருக்கும் பொழுது 
432 + 9y 4aa 18 + 108 

0 என்ற 
சமன்பாட்டில் க்கு வரையறை மதிப்புகளைக் 
காண்க . 


( 6 ) a , b , C கூட்டுத் தொடரிலும் , b , c , I பெருக்குத் 

தொடரிலும் , c , d , e இசைத் தொடரிலும் இருந் 
தால் , a , c , e பெருக்குத் தொடரில் அமையும் 
என நிரூபி . 


II . ( a ) அடிப்படை விதிகளை உபயோகித்து 

= r . ? - Pr - 1 + n - P , என நிரூபி . 


Por 


( b ) (1+ ) " C. + C x + C , x + ....... + C ,, , ஆகில் 
C , C , C. 

C. 
+ 2 . 

+ m . 
C C. 


l 


+ 


C. 


= 


= , 


7. ( n + 1 ) என நிரூபி . 


III . ( a ) log ( 1 +33 + 23 : ) 


30 


5 
2 


+ 3 = + 


என நிரூபி . மேலும் " ன் கெழுவைக் காண் . 
( b ) ஒரு சோதனை எவ்வளவு தடவை தோற்கிறதோ 
இரு மடங்கு தடவைகள் 

வெல்கிறது . 6 
சோதனைகளில் குறைந்தபட்சம் 4 வெற்றிகள் 
கிட்டுவதானால் நிகழ்வுத் தகவு என்ன ? 


IV . ( a ) நிரூபிக்க : 


a - b - c 


2a 


2a 


( a + b + c) 


2b 


b -c- a 


26 


2c 


2c 


c - a - 6 
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( b ) 3 - 5x - 11 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் , மூலத் 

தின் தோராயமான மதிப்பு 3 ஆனால் , நியூட்டன் 
முறையை உபயோகித்து இரண்டு தசம சுத்த . 
மாக மூலத்தைக் காண்க . இந்த முறையின் 
தத்துவத்தை விளக்குக . 


V. ( a ) x ஐப் பொருத்து வகையிடுக : 


( i ) a tan ( bx + c ) + sec 8w 


1 


- 


( ii ) 


V1+ 


( b ) y 


R cos x ஆனால் , 

y - 4xy + ( x + 6 ) y = 0 என நிரூபி . 


x2 


( c) y 


23 

என்ற வளை வரை ( 1 , 1 ) என்ற புள்ளி 
1+ 22 
யில் மீப்பெறு மதிப்பையும் , ( - 1 , - 1 ) என்ற 
புள்ளியில் மீச்சிறு மதிப்பையும் பெறும் என 
நிரூபி . 


0 


VI . (a ) u = 


sin - 1 


+ tan - 1 y 


ஆனால் 


y 


du du 
3 + -y 0 என நிரூபி . 
x 

dy 
40w என்ற வளை வரைக்கு , 

ஆதியில் 
( 0 , 0 வில் ) கோட்ட ஆரையைக் காண் . 


( b ) y 


VII . x ஐப் பொருத்து தொகையிடுக : 


( i ) 


3 2 
Vx2 + 20 + 5 


( ii ) x2 sin x 


( 1 -- log :) 


( iii ) 


W 


VIII . ( a ) ay 


3 + aw என்ற வளைவரையின் வளையத்தின் 
8a2 

என நிரூபி . 


பரப்பு 15 


வினாத்தாள்கள் 
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( b ) y 


என்ற வளைவரையின் நீளத்தை ஆதியி 
லிருந்து ( 1 , 1 ) புள்ளிக்குக் கணக்கிடுக . 


IX . கீழ்வரும் வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கவும் . 


( i ) x dy + ( y - ay ) de 


(( ii ) xey dy + 


32 + 1 

dx = 0 
y 


(ily ie + - + --- 


X. ( a ) சமன்பாட்டைத் தீர்க்கவும் : 


day dy 

+ 4 + 4y 
dra dix 


ex + cos 5x 


( b ) பவும் , 10 - உம் மிகையாக விருக்கையில் , ப சிறிய 
தாகவும் இருக்கும் பொழுது , 

dex dx 

+ + 12x = () 

dt2 dt 
என்ற சமன்பாட்டைத் தீர்க்கவும் . 

அஃது . 
தணித்த அலைவின் சமன்பாடு எனக் காண்க . 


ஏப்ரல் 1967 
I. ( a ) a , b , c கூட்டுத் தொடரிலும் ; p , q , r இசைத் 

தொடரிலும் ; ap , bg , cr பெருக்குத் தொடரிலும் 
இருந்தால் 


P 


C 


+ 


+ 


என நிரூபி . 


P 


C 


( 6 ) கீழ்க்கண்ட தொடரில் எண்ணிலிக்குக் கூட்டுத் 

தொகை காண் : 


3.5 


1 + 


3 
4 


+ 


35.7 

+ . 
4 , 8 . 12 


4 . 


+ 


8 


II . ( a ) அடிப்படை விதிகளை உபயோகித்து nC ன் மதிப் 

பைக் கண்டுபிடி . 


: 364 


தொகைநுண் கணிதம் 


( 6 ) ஒரு கூட்டத்தில் ஒவ்வொரு அங்கத்தினரும் மற் 

றொரு அங்கத்தினரும் கை குலுக்கினார்கள் . 
66 கை குலுக்கல்கள் நிகழ்ந்தன . எவ்வளவு 
அங்கத்தினர்கள் அக் கூட்டத்தில் இருந்தனர் ? 


III . ( a ) மதிப்பிடு : 


- 2a 


( a + b ) ( a + c ) 


( b + a ) 


- 26 


( b + c ) 


( c + a ) ( c + b ) 


-20 


( b ) 10 - cy - 3 + Ax + 7y - 2 என்ற கோவையை 

இரண்டு விகிதமுறு முதற்படிச் சினைகளாகப் 
பிரித்தால் ன் மதிப்பு என்ன ? சினைகளையும் 
எழுது . 


IV . ( a ) y = x + " + 


+ 


. ஆனால் , 





x = y 


- 


+ 


ல என நிரூபி . 


2 ! 


3 ! 


( 6 ) 


a + bx 

ன் விரிப்பில் , டன் கெழு ஒன்றாகும் . x 


e 


உடைய உறுப்பு இல்லை . a , b மதிப்பு 
களைக் காண்க . " டன் கெழுவைக் காண்க . 


V. ( a ) நான்கு நாணயங்களைச் சுண்டிவிட்டால் , இரண்டு 

தலையும் , இரண்டு பூவும் வரக்கூடிய வாய்ப்பு 
கள் எத்தனை ? 


( 6 ) ஹார்னர் முறையை உபயோகித்து , - 28 - 5 = 0 

என்ற சமன்பாட்டின் மிகை மூலத்தை இரண்டு 
தசம சுத்தமாகக் கண்டுபிடி . 


VI . ) , 
( a ) * ஐப் பொருத்து , அடிப்படை விதிகள் மூலம் 

ன் வகைக் கெழு காண்க . 


( b ) x ஐப் பொருத்து வகையிடுக : 


( i ) Vcos V 


* 


( ii ) ( 4x ) is a 
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( c ) y = a cos ( log x ) + b sin ( log x ) ஆனால் 

dy 
+ x -- + y = 0 என நிரூபி . 
dx² dx 


dy 


a ? 


VII . (a ) y 


( ex / a + e - x / a ) என்ற வளைவரையின் செங் 
2 
கோட்டையும் ,வரை கோட்டடியையும் காண்க . 


-- 


( b ) குறிப்பிடப்பட்ட கன அளவை உடைய கூம்பு : 

வடிவமுள்ள கூடாரத்திற்குக் கூரைபோட மீச் 
சிறு அளவு கித்தான் தேவைப்பட்டால் அதன் 
உயரம் , V2 மடங்கு அடி ஆரத்திற்குச் சமம் 
என நிரூபி . 


VIII . ( a ) u == wy f 


( 3 ) 


ஆனால் 


du dau 
W + y 

dy 


= 2 


( 6 ) xy 16 ( x + 4 ) என்ற வளை வரையின் மேலுள்ள 

( --4 , 0 ) என்ற புள்ளியில் கோட்ட ஆரையைக் 
கண்டுபிடி . 


1X . 


M ஐப் பொருத்து தொகை யிடுக : 


( i ) 


1 
2V9 + 


( ii ) 


1 
3 + 4 cos X 


( iii ) Vv logo 


X. ( a ) 2 + y 9 என்ற வட்டத்தை = 2 என்ற நேர் 

கோடு வெட்டும் பொழுது ஏற்படும் சிறுவட்டப் 
பகுதியின் பரப்பைக் கண்டுபிடி . 


( b ) ஒரு பரவளையத்தின் அச்சுக்குச் செங்குத்தாகப் 

போடப்பட்ட இரட்டை நெட்டாயத்திற்கும் 
வளை வரைக்குமிடையே உட்பட்ட பரப்பு முனை 
யில் போடப்பட்ட தொடுவரையை அச்சாக 
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வைத்து சுற்றுகிறது . சுற்றுகையில் ஏற்படும் 
திடப்பொருளின் கன அளவு என்ன ? 


XI . கீழ்வரும் வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கவும் : 

( i ) ( 2x – y + 1 ) dc + ( 2 ) - 2 - 1 ) đu = 0 


( ii ) * ( y - 2 ) dx - ( 3- 3 ) ( y + 4 ) dy 


( 2 - y ) de 


( iii ) 


* + - 1ogy = } (logy) 


XII . தீர்க்கவும் : 


dry 


dy 


( i ) 


+ 4 
dasa 

+ 51 = 382 - 2 
dx 


day 

+91 = 3 sin 3x - 5e2x 
day? 


செப்டம்பர் 1967 


1 


I. ( a ) மூன்றாம் படித்தான இரண்டு அணிக் கோவை 

களின் பெருக்கற்பலன் , அதே படித்தான மற் 

றொரு அணிக் கோவைக்குச் சமம் என நிரூபி . 
( b ) a , b , c சமமில்லாவிடில் , மேலும் 

a ( a + 1 ) = () 


b b2 ( 5 " + 1 ) 


C 


c ? ( c + 1 ) 
ஆனால் abc + 1 = 0 என நிரூபி . 


II . ( a ) | o | < | ஆகவிருக்கும் பொழுது 

2 

4 
loge ( 1 + x ) 

2 3 4 


3 


+ 


( b ) தொடரின் எண்ணிலிக்குக் கூட்டுத் தொகை 

காண்க : 


2 
1 + 

1. 2. 3 


+ 


2 
3. 4 .5 


+ 


2 
5. 6. 7 


+ 


வினாத்தாள்கள் 
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1+ 
+ ஐத் தோராயமாக VI + க்குச் சம 
4 

2 + 3 
மென்று 

எடுத்துக் காள்வதில் ஏற்படும் 
பிழை , 3 சிறியதாகவிருக்கும் பொழுது 

27 

க்குச் 
சமம் என நிரூபி . 


( 6 ) நியூட்டன் முறையில் 23 - 30 – 6 = 0 என்ற சமன் 

பாட்டின் மிகை மூலத்தின் இரண்டு தசம 
சுத்தமான விடையைக் காண்க . 


IV . ( a ) 1 


2-30 

( 2 - 3.x ) : 
+ 

...... என்ற தொடரில் ஜன் 
1 ! 

2 ! 
கெழுவைக் காண்க . 


( b ) ஒரு டென்னிஸ் ஆட்டத்தில் A க்கும் B க்கும் 

வெற்றி கிட்டிடும் வாய்ப்பு சமமானது . 


( i ) A ஐந்து ஆட்டங்களும் , B3 ஆட்டங்களும் 


( ii ) A நாலு ஆட்டங்களும் , B 2 ஆட்டங்களும் 

ஜயித்தால் A முழு ஆட்டத்தில் ( set ) 
ஜயிப்பதன் வாய்ப்புகள் என்ன ? 


V. ( a ) இரு சார்புகளின் 

ஒன்றை ஒன்று 

வகுக்கும் 
பொழுது ஈவின் வகைக் 

கெழு காணும் 
விதியை எழுதி நிரூபணம் செய்க . 


( b ) x ஐப் பொருத்து வகைக்கெழு காண்க : 


( i ) tan - 1 


COS 7 - sin x 
cos x + sin x 


( ii ) 230-23 


3at 
( c ) x = 

y 
1+ 


3at ? 
1 + t 


ஆனால் , 


dy 
dx 


ன் மதிப்பைக் 


காண்க . 


VI . ( a ) y = esin - 1 x ஆனால் 

dy 
( 1 - 3 ) 

- y = 0 என நிரூபி . 
dx ?? dx 


day 
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( b ) B என்ற கப்பல் A என்ற கப்பலுக்கு 75 கி.மீ. நேர் 

கிழக்கே உள்ளது . B மணிக்கு 12 கி . மீ . 
வேகத்தில் நேர் மேற்கே செல்வதாகவும் , 
A மணிக்கு 9 கி.மீ. நேர் தெற்கே செல்வதாக 
வும் இருந்தால் , இவ்விரண்டு கப்பல்களும் 
ஒன்றுக்கொன்று எப்பொழுது 

நெருங்கி 
யிருக்கும் எனக் காண்க . 


VII . ( a ) y = f ( x ) என்ற வளைவரைக்கு , ( w , y ) என்ற புள்ளி 

யில் கோட்ட ஆரையைக் காண் . 


( b ) Ve + Vy = 1 என்ற வளைவரையில் , ( 1 , 4 ) என்ற 

புள்ளியில் கோட்ட ஆரையைக் காண்க . 


VIII . ( a ) d = log tan 


y ஆனால் 


20 


du 
cx . cy 


2u 

என நிரூபி . 
cy - 2 


( b ) xy = 4 ; x + y = 8 என்ற வளைவரைகள் வெட்டு 

கையில் ஏற்படும் கோணத்தைக் கண்டுபிடி . 


IX . 


* ஐப் பொருத்து தொகை காண் : 


1 
(i ) 

( x + 1 ) Vx + 2 + 3 


( ii ) e- * cos 20 


( iii ) 


x2 
( 4 + v ) * / 


X. ( a ) w + y 4 என்ற வட்டம் , = 3 என்ற நேர் 

கோட்டை அச்சாகச் சுற்றும் பொழுது ஏற்படும் 

திடப்பொருளின் கன அளவைக் காண்க . 
( b ) y = 4 - ஸ் என்ற வளை வரையின் முதற் கால்பகுதி 

யிலுள்ள பரப்பின் புவி ஈர்ப்பு மையத்தைக் 
காண்க . 


XI . ( a ) கீழ்வரும் சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கவும் : 


( i ) 


dy 

+ a sin 20 
da 


ac cos 291 
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( ii ) ( 63 + 2y ) da - ( x + 4xy ) dy = 0 . 


( b ) தொடுகோட்டடி 2 ஆயத்தின் வர்க்கத்தின் தலை 

கீழ் விகிதத்தில் மாறினால் வளைவரையின் சமன் 
பாட்டைக் காண் . 


XII . ( a ) தீர்க்கவும் : 


dy 
3 


dy 
7 

dx 


+ 6y = 3e - x 


dx² 


( b ) தீர்க்கவும் : 


dy dy 

+ 2 
da2? 

+ 109 + 37 sin 3x = ( ) 
dx 


* 


" ஆகவிருக்கும் பொழுது முன் மதிப்பை 

dy 
யும் காண்க . x = 0 ஆகவிருந்தால் , = 0 , y = 3 

dx 
ஆகும் என்பது கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 


ஏப்ரல் 1968 


I. ( a ) ( x + x + + ) - ல் ன் கெழுவைக் காண்க . 


( 6 ) 


xº 


3.2 


3 


1 


= ( x - 1 ) 


x + 20 


2x + 1 


1 


2x + 1 


x + 2 


1 


1 


3 


3 


1 


என நிரூபி . 


II . ( a ) y 


2c y , x < 1 

ஆகவிருக்கும் பொழுது 
y 
y + + 

+ .... 

2 ( x + 
3 

+ ... 


என நிரூபி . 


இ . 1-24 
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எண்ணிலிக்குக் கூட்டுத் தொகை 


( b ) தொடரில் 

காண் . 


2 


6 


+ 5 


4 

+ 
! 


8 
+ + 

9 ! 


III . ( a ) ஹார்னர் முறையை உபயோகித்து , " +28 - 10 = 0 

என்ற சமன்பாட்டின் , மெய் மூலத்தை மூன்று 
தசம சுத்தமாகக் கண்டுபிடி . 


( b ) ஒரு கணக்கைத் தீர்க்க , A க்கு எதிராக வாய்ப்பு 

கள் 4 10 3. B க்குச் சாதகமாக 7 10 5. இவ்விரு 
வரும் 

அக்கணக்கைத் தீர்க்க வாய்ப்புகள் 
என்ன என்று கண்டுபிடி . 


IV . ( a ) : ஐப் பொருத்து , அடிப்படை விதிகள் மூலம் 

ன் வகைக் கெழு காண் . 


( b ) ar ஐப் பொருத்து வகைக் கெழு காண்க . 


( i ) asin - 1 


( ii ) cos ( loge ) . 


( c ) 1 


( 2 - 30 ) 
( 1 - 28 ) 


ஆனால் , 


da 


dy 
2 

dix 


+ 3 
d.rs 


( 2 ) 


d 
d . 


என நிரூபி . 


V. (a) * + 


= 


25 

1 என்ற நீள்வட்டமும் , - y = 8 என்ற 
9 
அதிபரவளையமும் செங்கோணத்தில் வெட்டும் 
என நிரூபி . 


( b ) நீராவிக் கப்பலைத் தண்ணீர் மூலம் செலுத்தத் 

தேவையான உந்து விசை அதன் வேகத்தின் 
கனத்தைப் பொறுத்து மாறினால் , மணிக்கு 
c கி . மீ . செல்லும் தண்ணீர் வேகத்தின் 
எதிராகச் செல்லும் கப்பலுக்கு மீக்குறைந்த 
சிலவு என்ன என்று கண்டுபிடி . 
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ди 


VI . ( a ) uu 


c tan - 1 


* 


ஆனால் 


du 
w dy 


ஐக் கண்டு , 


dau 
dx dy 


எனவும் சாண் . 
dy . x 


( b ) ay 3 ( 8 + y ) என்ற வளைவரையில் ( - 6 , 6 ) 

என்ற புள்ளியில் கோட்ட ஆரையைக் கண்டு 


பிடி . 


VII . 


* ஐப் பொருத்துத் தொகை காண் : 


( i ) e cos a 


1 


( ii ) 


( a + 1 ) V1 + 


V25 


2 


VIII . ( a ) 8y w ( w 4 ) ” என்ற வளை வரையின் வளையம் 

அச்சைச் சுற்றுகிறது . 
சுற்றுகிறது . ஏற்படும் 

ஏற்படும் திடப் 
பொருளின் க . அளவு என்ன ? 


W 


( b ) 3 + 8y 

(0 , x = y என்ற பரவளையங்களுக்கு 
இடையேயுள்ள பரப்பின் புவி ஈர்ப்பு மையத் 
தைக் காண்க . 


IX . ( a ) கீழ்வரும் சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கவும் : 


dy 


( i ) ( 20 - 10y ) 

da 

+ y = 0 


y 


( ii ) x sin 


de = (( 4 sin - 2 


- x ) ds 


a) dr 


0 


( b ) ஆதிக்கும் , ஏதோ ஒரு புள்ளியில் போடப்பட்ட 

தொடு வரைக்கும் இடையே அகப்பட்டட : 
அச்சின் பகுதி , ஆயத்தின் வர்க்கத்திற்குச் 
சமமானால் , வளைவரை ( 1 , 2 ) என்ற புள்ளியில் 
செல்வதுமாக விருந்தால் வளைவரையின் 
சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 
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X. தீர்க்கவும் : 


day 


( i ) 4 


dy 
12 

+ 9y 
dx 


3 cos 3x 


22 


d.x2 


( ii ) 


dey 
dma? 


+ 24 


dy 
dx 


+ 2y = 2 - 22 


செப்டம்பர் 1968 


1. ( a ) 


என்ற விரிப் 


( 1 


a + bx 

1 + x + 
x ) ( 2 + 3x ) 2 
பில் a , b- ன் மதிப்பைக் காண்க . 


( b ) a , b , c மூன்று அடுத்தடுத்த எண்களைக் குறிக்கு 

மானால் , 


| 


log b 


1 

1 
log a + 

2 log c + 

2ac + 1 


1 
+ 

3 ( 2ac + 1 ) 


+ 


+ 


... என நிரூபி . 


II . 


( a ) இரண்டு மூன்றாம் படித்தான அணிக் கோவை 

களின் பெருக்கற்பலம் , அதே படித்தான 
மற்றொரு அணிக் 

கோவைக்குச் சமம் 
என நிரூபி . 


( b ) a , b , c சமமில்லாவிடில் , மேலும் 


a 


a ? 


( 1 + a ) 


= 


() ஆனால் 


b 


b2 


( 1 + b ) 


C 


( 2 


( 1 + c " ) 


1 + abc 


0 என நிரூபி , 


- 


III . ( a ) 38 + 1 == 0 என் 

ற 

சமன்பாட்டின் குறை 
மூலத்தை இரண்டு தசமசுத்தமாக நியூட்டன் 
முறையில் காண்க . 
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( 6 ) ஒரு வட்ட மேஜையைச் சுற்றி 10 பேர்கள் அமர் 

கிறார்கள் , இரண்டு குறிப்பிட்ட மனிதர்கள் 
சேர்ந்து இல்லாமல் உட்காருவதற்கு எதிராக 
உள்ள வாய்ப்புகள் எவ்வளவு ? 


IV . ( a ) -ஐப் பொருத்து வகைக் கெழு காண்க . 


( i ) 


ww2 + 4 
Vx2 + 3 


ess 


e - 38 


( ii ) sin - 1 


( 


e + e 


20 

தன் வகைக் 


1 - 2 


20 
( b ) sin - 1 

1 + 2 ஐப் பொருத்து tan 
கெழு காண்க . 


( c ) y 


tan - 1 ஆனால் 

dy 

= 0 எனக் காண்க . 
( 1 + a ") > + 28 

dx 


dry 


V. ( a ) y 


f ( x ) என்ற வளைவரையில் ( 0 ,, y , ) என்ற 
புள்ளியில் கோட்ட ஆரையைக் கண்டுபிடி . 


( b) y = c log sec 


( 6 ) 


என்ற சமநெருக்க முடைய 


சங்கிலி வளை வரையின் கோட்ட ஆரை 


W 


Csec 


என நிரூபி . 


C 


deas 


VI . ( a ) u = log ( a + y ) ஆனால் 


+ 
dc2 


dau 
dy 


0 என நிரூபி . 


( 6 ) ஒரு நீராவிக் கப்பலை உந்த தேவைப்படும் H.P. 

வேகத்தின் கனத்தைப் பொறுத்தும் நீளத்தின் 
வர்க்கத்தைப் பொறுத்தும் மாறுவதானால் , 
வேகத்தில் 2 சத வீத அதிகரிப்பும் , நீளத்தில் 3 
சத வீத அதிகரிப்பும் H.P. யில் 12 சத வீத 
அதிகரிப்பால் ஏற்படக் கூடும் என நிரூபி . 


374 


தொகைநுண் கணிதம் 


VII . மதிப்பிடுக : 


71/2 


dx 
( a ) 

5 + 7 cos x + sin x 
- 71/2 

1 
( b ) / x sin - lx dx 


0 / 

Í 


( c ) 


x dr 
( 4 + 2 }5/2 


O 


C = T 


என்ற 


VIII . ( a ) செவ்வகலத்தால் துண்டிக்கப் பட்ட பரவளையத் 

தின் வில்லின் நீளத்தைக் கண்டுபிடி . 
( b ) x = 0 , 

எல்லைகளுக்குள்ளும் , x 
அச்சுக்கும் , 

sin x 

என்ற வளைவரைக்கு 
மிடையே உள்ள பரப்பின் புவி ஈர்ப்பு மையத் 

தைக் காண்க . 
IX . கீழ்வரும் சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கவும் : 

dy 
( a ) Va + 3 + x = 0 


da 


2y - 3 ) dy = 0 

: 


( b ) ( w - y - 2 ) da ( 20 

dy 
( c ) w logw + y = 2 logo 


dx 


X. தீர்க்கவும் : 

day 
dx ?? 


i 


dy 
4 


( a ) 4 


+ y 
am 


2ex / 2 


dy 


( b ) 2 


dry 
dx² 


+ 3 


39 


4 cos 7x Cos x 


dx 


ஏப்ரல் 1969 


I. ( a ) மதிப்பிடுக : 


a2 


bc 


( ac + c ) 


( a + ab ) 


b2 


ac 


ba 


( b + bc ) 


Ce 
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( b ) ஹார்னர் 

20 ன் 
உபயோகித்து 
முறையை 
மதிப்பை இரண்டு தசம சுத்தமாகக் கண்டுபிடி , 


II . ( a ) தொடரில் 

காண்க : 


எண்ணிலிக்குக் கூட்டுத் தொகை 


1 + 


4 
6 


4 . 5 4 , 5 , 6 
+ + 

+ ........ 
6.9 69.12 


W 


(b ) 9 


மேலும் 0 < v < 1 ஆனால் 


8 + 1 


1 


1 


W 


3 + 


ஐ துன் அடுக்கு 


2 


களின் தொடராக எழுதுக . 


III . ( a ) கீழ்வரும் தொடரில் ன் கெழுவைக் காண்க : 


( 3 - 20 ) 
20 - 2 + 

2 ! 


( 3- 20 ) 

3 ! 


( 3 - 20 ) * 
+ 

4 ! 


( 6 ) 2 , 3 எண்கள் குறிக்கப்பட்ட ஒரு நாணயத்தை 

ஐந்து முறைகள் சுண்டிவிட்டால் , கூட்டுத் 
தொகை 12 ஆக வருவதற்கு வாய்ப்புகள் 
எவ்வளவு ? 


IV . ( a ) 2 ன் இருசார்புகள் ஒன்றை ஒன்று வகுத்துக் 

கொள்கையில் ஈவின் , X ஐப் பொருத்த 
வகைக் கெழு 

காணும் விதியை எழுதி , 
நிரூபணம் செய்க . 


( b ) w ஐப் பொருத்து வகைக்கெழு காண் : 


23 


( i ) tan - 1 


1 


M 


logo 
( ii ) w 


( c ) y = sin - 1 x ஆனால் 

day 

dy 
( 1 - ) 
dra 

dx 


0 என நிரூபி . 
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V. ( a ) x = a யில் , y = f ( w ) மீச்சிறு மதிப்பைப் பெற 

விதிகளைக் காண்க . 


( 6 ) ஒரு கட்டிடத்தின் பக்கச்சுவர் ஒரு மரத்தூணால் 
தாங்கப் 

படவேண்டும் . அந்த மரத்தூண் 
3 மீ . உயரமுள்ள சுவரின் மேல் செல்வதாயும் , 
அச்சுவர் கட்டிடத்திலிருந்து 2.5 மீ . தூரத்தி 
லிருக்கிறது என்றால் , மரத்தூணின் குறைந்த 
நீளம் என்ன ? 


VI . ( a ) u = et ( sin x + cos y ) ஆனால் , 

dau du du 

+ 
dx2 ) dy ? 

என நிரூபி . 
dt 


( b ) ஆதியிலிருந்து 9 sin x என்ற வளைவரைக்குத் 

தொடுவரைகள் போடப் பட்டிருக்கின் றன . 
அவைகளின் தொடுபுள்ளிகள் y = - 
என்ற வளைவரையின் மேல் அமையும் என 
நிரூபி . 


VII .. 


ஐப் பொருத்துத் தொகை காண் : 


( 1 ) V5 - 1 


( ii ) w log ( 1 + x ) 


( iii ) 


1 
4 + 5sins 


VIII . ( a ) t = 0 லிருந்து t 2 வரை , x = 

t என்ற 
வளைவரையின் நீளத்தைக் காண்க . 


t2 , 9 


* 


( b ) 4ax என்ற பரவளையத்தின் முனைக்கும் அரை 
செவ்வகலத்துக்கும் இடையேயுள்ள பரப்பு 

அச்சைச் சுற்றுகிறது . ஏற்படும் திடப் 
பொருளின் புவி ஈர்ப்பு மையத்தைக் காண்க . 


0 


IX . கீழ்வரும் சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கவும் : 


( i ) 


dy 

+ y tan x = 
da 


cosa x 
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dy 
( ii ) ( x + y ) ? 

dx 


9 


( iii ) ( 3w - 79 - 3 ) dy + ( 73 - 39 - 7 ) dw 


= 


O 


X. தீர்க்கவும் : 


( i ) 3 


day 
da2 


5 


dy 
dx 


5y 


2er 


5r 


dg 


dy 
12 . 

+ 99 = 7 sin 23 . 
dx 


( ii ) 4 

dx2 


- 


கலைச்சொற்கள் 


GLOSSARY OF TECHNICAL TERMS 


- 


Acceleration - திசை வேக Calculus , Integral - தொகை 
மாறு வீதம் , 

வேக 

நுண்கணிதம் 
வளர்ச்சித்தகவு 

Cartenary - சங்கிலியம் 
Absolutely convergent 

Centre of Curvature- வளைவு 
அறவொருங்கு மையம் 
Abscissa - X ஆயம் 

Centre of Gravity- புவி ஈர்ப்பு 
Addition theorem on Probabi 

மையம் 
lity - நிகழ் தகவின் கூட் Chance - வாய்ப்பு 
டுத் தேற்றம் 

Coefficient - கெழு 
Algebra - இயற்கணிதம் CoficCT - இணைச்சினை 
Algebraic expression இயற் Column - பத்தி 
கணிதக் கோவை 

Determinant- அணிக்கோவை 
Algebraic Function இயற் Damp d Oscillations- தணித்த 
கணிதச் சார்பு 

வளைவுகள் 
Amplitude - வீச்சு 

Decimal place - தசமத்தானம் 
Angle - Right - Word C 81160971 Definite lintegral-வரையறுத்த 
Antilogarithm - எதிர் மடக்கை தொகையீடு 
Approximate - தோராயமான Dependent - சார்ந்த 
Arbitrary - யாதாமொரு Derivative - வகைக்கெழு 
Arithmetic Progression 

Determinant Element of - 
கூட்டுத் தொடர் அணிக் கோவையின் 
Axis - அச்சு 

மூலகம் 
Axis of revolution- சுற்றலச்சு Differential Equation- வகைக் 
Axis - Major - நெட்டச்சு கெழுச் சமன்பாடு 

--Minor குற்றச்சு Differential Equation - Partial - 
Bionomial - Theorem - ஈருறுப் பகுப்பு வகைக்கெழு 
புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 

சமன்பாடு 
Rational Index - விகிதமுறு --Homogeneous 
அடுக்கு 

படித்தான வகைக் 
Calculus - நுண்கணிதம் 

கெழுச் சமன்பாடு 
Calculus , Differential - வகை Divergence - விரிவு 
நுண்கணிதம் 

Divergent series - விரிதொடர் 


- 


கலைச்சொற்கள் 
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ரு 


- 


Eleminant - நீக்கற்பலன் Function , Explicit 

Explicit - வெளி 
Equation - சமன்பாடு 

படு சார்பு 
Equation - Degree of - சமன் Fur.ction , Rational - விகித 
பாட்டின்படி 

முறுசார்பு 
Equation Quadratic 

Functior , irrational - விகித 
படிச் சமன்பாடு 

முறாசார்பு 
Error - பிழை 

Function1 , Rational Integral - 
- Absolute- தனிப் பிழை விகிதமுறு முழுச்சார்பு 
- Percentage - சத வீதப் Geometric Progressi o n - 
பிழை 

பெருக்குத் தொடர் 
-- Relative - சார் பிழை Harmonic Progression -- 
Event - நிகழ்ச்சி 

இசைத் தொடர் 
Event , Favourable- சாதகமான Hollow - உள்ளீடற்ற 
நிகழ்ச்சி 

Hyperbola - அதிபர வளைவு 
Event , Mutually Exclusive - Infinity - 6T BOTnofor 

ஒன்றை ஒன்று விலக் Integer - முழு எண் 

குந் தன்மையைப் பெற்ற Integrand - தொகைச் சார்பு 
Event , Compound கூட்டு Integrate - தொகையிடு 
நிகழ்ச்சி 

Integration by parts - பகுதிப் 
Expand - விரி 

படுத்தித் தொகை காணல் 
Exponential Series- அடுக்குக் 

by partial frac 
குறித் தொடர் 

tions- பகுதிபின்ன 
Factor - சினை , காரணி 

முறையில் தொகை 
Factor , Prime - பகாக் காரணி 

யிடல் 
Focus - குவியம் 

by substitution 
Force 

விசை 
Forced Vibration- goofd 

தொகையிடல் 
ததிர்வுகள் 

Inverse - எதிர் மார் 
Function - சார்பு 

Lamina 

தகடு 
Function , Continuous - தொடர் Latus Rectum செவ்வகலம் 
புடைச் சார்பு 

Limit - எல்லை 
Increasing - கூடுஞ் 

Linear - ஒரு படி 
சார்பு 

Maximum - மீப்பெறு 
Decreasing - குறை 

Minimum- மீச்சிறு 
யுஞ் சார்பு 

Minor - சிறு பகுதி 
Function , Homogeneous - FLD Moment of inertia நிலைம 
படிச் சார்பு 

திருப்பத்திறன் 
Hyperbolic அதிபரவளைச் 

Negative - குறை 
சார்பு 

Normal - செங்கோடு 
Function , Inverse - நேர்மாறு Origin - ஆதி 

Operator - செயலி 
சார்பு 

Ordinate - y ஆயம் 
Function , Odd - ஒற்றைச் 

Parabola பர வளைவு 
சார்பு 

Parametric Equation 
Function , Even - இரட்டைச் யலகுச் சமன்பாடுகள் 
சார்பு 

Particular Integral - சிறப்புத் 
Function , Inplicit - உட்படு தீர்வு 
சார்பு 

Positive - மிகை 


- 


> 


ர 


, 


துணை 
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தொகைநுண் கணிதம் 


Probability - நிகழ் தகவு 

Successive defferentiation 
Proof - தெரிப்பு 

தொடர் வகைக்கெழு 
Quadrant - காற்பகுதி 

Surface Area - புறப்பரப்பு 
Radius of curvature - CALL Term - உறுப்பு 
ஆரை 

Theorem - தேற்றம் 
Range - வீச்சு 

Transformation - உருமாற்றம் 
Real - மெய்யான 

Turning Point- திரும்பற்புள்ளி 
Repeated factor மடங்கு 

Variable - மாறி 
சினை 

Dependent - சார்ந்த 

மாறி 
Rigid - விறைப்பான 

Independent - சாரா 
Root - மூலம் 

மாறி 
Sublangent - தொடுகோட்டடி Volume - கன அளவு , பருமம் 
: Subnormal - செங்கோட்டடி Zero - கன்னம் , பூச்சியம் 


தமிழ்வெளியீட்டுக்கழகம் 
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சி 
. 
வேலாயுதம் II 2.புதுமைப்பொருளாதாரக்கூறுகள் 

திருமதிஆர்.தாமரஜாட்சி 3.பொருளாதாரம்-ஓர்அறிமுகம்-1 

தி.சி.மோகன் (I 

ஏ.அபூர்வசாமி, 

பி.வி.ஸ்ரீநிவாசன் 5.பொருளாதாரக்கோட்பாடுவளர்ந்தவரலாறுக.முத்தையன் *6.பணவியலும்பாங்கியலும்-1 

சி 
. 
வேலாயுதம் 7.நவீனபாங்குஇயல் 

க.வெற்றிவேல் *8.இந்தியச்செலாவணியும்பாங்குமுறையும்பி.வி.ஸ்ரீநிவாசன் *9.அரசாங்கநிதிஇயல் 

ஷாசலம் 10.இந்தியப்பொருளியல்-1 

எம்.பாலசுப்பிரமணியன் 11. 

ID 

எம் 
. 
லூர்து 
நாதன் 12.நமதுபொருளாதாரப்பிரச்சினை---1 

சி.சுந்தரராஜன் 13. 

I 

எஸ்.குழந்தைநாதன் 14.இங்கிலாந்தின்பொருளாதாரவரலாறு-1 

கீ 
, 
சீ 
. 
இராமசா 15. 

I 16.அமெரிக்காவின்நவீனபொருளாதார வளர்ச்சி 

தி.சிமோகன் 17.அமெரிக்கப்பொருளாதாரவரலாறு-1 

மு.க.சுப்பிரமணியம் *மூலநூல்(OriginalBook) 
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பொருளாதாரம்- 
( 
தொடர்ச்சி 
) 
18. 
அமெரிக்கப் 
பொருளாதார 
வரலாறு 
- 
II 19. 

III 
20. 
அரசாங்க 
நிதியியலின் 
பொருளாதாரம் 
-1 21. 

I 
இந்தியாவின் 
பொருளாதார 
வளர்ச்சி 
-1 
23 
. 

II 
2 
: 
4 
. 
பணம் 
- 
சிறு 
விளக்கம் 
* 
25 
. 
வணிக 
இயலின் 
தத்துவங்கள் 
26. 
பத்தொன்பதாம் 
நூற்றாண்டில் 
கிரேட் 

பிரிட்டனில் 
தொழில் 
- 
வாணிகப் 
புரட்சி 
27. 
பென்ஹாம் 
பொருளாதாரம் 28. 

II வரவுசெலவுத்திட்டம் 
300. 
பன்னாட்டுப் 
பொருளாதாரம் 
-1 
31 
. 

II 
32. 
பொருளாதார 
ஆய்வு 
நூல் 
-1 
33 
. 

II 
34. 
வளர்ச்சியுறாத 
நாடுகளின் 
அரசாங்க 
நிதியியல் 
.. 
35. 
வளர்ச்சி 
குறைந்த 
நாடுகளின் 
முதலாக்கம் 

பற்றியசிக்கல்கள் 36.1931)முதல்இந்தியாவில்பணவீக்கவிலைப் 

போக்குகள் 
37 
. 
பொருளாதார 
வளர்ச்சி 
பற்றிய 
கட்டுரைகள் 
. 38. 
இந்தியப் 
பொருளாதார 
வரலாறு 

(1857-1956)-1 
39. 
பொருளாதாரம் 
- 
ஓர் 
அறிமுகம் 
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*40.பிரிட்டன்வரலாறு-1 
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சரித்திரம் 44.இங்கிலாந்து வரலாறு--I 45. 

II 46. 

III 
47. 

IV 48.இங்கிலாந்தின்வரலாறு-- 49. 50, 

11 51.இந்தியாவின்சிறப்புவரலாறு- 52. 

II 
53 
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III 54.கிரேக்க 

கிரேக்கநாட்டுவரலாறு 55. 

11 56. 

III 57.ஆக்ஸ்ஃபோர்டின்இந்தியவரலாறு-1 58. 

II 519. 
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வரலாறு-(தொடர்ச்சி) 62.ஆங்கிலஅரசியலமைப்பின்வரலாறு-1 63. 
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